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Fisica matematica. — Egwuazioni di campi spinoriali dedotte da
un'unica lagrangiana ©. Nota II di Erisa Upescuint Brinis, pre-
sentata ® dal Socio B. Finzr.

SUMMARY.—In the first paper a symmetric second-rank spinor was shown to be expressible
by one potential spinor with one dotted and one undotted index. This result allowed us, when
considering a general field defined by a second-rank symmetric spinor and by his complex
conjugate, to derive all field equations from a variational principle, by varying the potential
spinor and his complex conjugate.

In this second paper former results are applied: by choosing the Lagrangian density in
a suitable way, Maxwell’s equations in spinor form and Dirac equations for particles of spin
one are derived.

3. DEDUZIONE VARIAZIONALE DELLE EQUAZIONI DI MAXWELL IN FORMA
SPINORIALE. — Come prima applicazione dei risultati stabiliti nella Nota I ¢
(della quale proseguo la numerazione dei paragrafi e delle formule), partico-
larizziamo le densitd lagrangiane (16) e (24) in modo da ottenere le equazioni
del campo elettromagnetico nel vuoto, in forma spinoriale, rispettivamente
in assenza di cariche ed in presenza di una assegnata distribuzione elettrica.

Se @, ¢ lo spinore doppio simmetrico corrispondente, secondo le (4) e
(5), al tensore elettromagnetico reale Fog; ops € Yo ®¥** sono gli spinori cor-
rispondenti, secondo le (7) e (7') ai due potenziali elettromagnetici ¢, e ¢, ed
JR8=g RS2 ¢ lo spinore doppio corrispondente al vettore reale ;% che da la
distribuzione elettrica, basterd scegliere come lagrangiane le:

(25) ¢ = 2 (D P*° 4 D5 O*P) per campo neutro e:

(26) Q=2 (Dap D** + D5 **)— % /RS s  per campo non neutro.

Le (25) e (26) sono le corrispondenti spinoriali delle lagrangiane
L= %Faﬂ FoB ed ¢ =%Fa3 FoB — j*¢, che permettono di dedurre le equa-

zioni del campo elettromagnetico in forma tensoriale ®.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca matematici del
C.N.R.

(**) Nella seduta del 12 marzo 1966.

(¥**) Presentata nella seduta del 12 febbraio 1966.

(¥***) Per ragioni tipografiche gli indici in grassetto sostituiscono gli indici puntati.

(9) Cfr. B. Finzi, loco citato ed E. UDESCHINI BRINIS, loco citato.

La (26) si pud far rientrare nello schema (24) perché jRS si ritiene assegnato e pertanto
non subisce la variazione 8. Lo stesso & stato fatto, nei lavori citati, con il vettore 7% cid non
pregiudica la possibilita di dedurre la densita di corrente da un principio variazionale, operando
nell’ambito complesso.
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Se ¢ & data dalle (23), le equazioni (21) diventano:

o SR, 1 @AR[,S _
2
AR, OAR[S
e quindi:
DAS[R, —
(28) AR5

Le (28) sono le equazioni del campo elettromagnetico neutro, nel vuoto,
in forma spinoriale.
Se ¢ & data dalle (26), tenendo conto che:

©%® a1 oag 32
s Mrs 2 (a@Rs aLPRS)
(29) ( 3¢ 132 o
sr 2 (9<PRs 34’1{5)
le equazioni (21') diventano:
DA Ry @*R[S_ L e
(27)
PSR, AR [S=o
e quindi:
" DAS /R — _;_ sz
(28" '
[ 0%/ — 7

Le (28'), che generalizzano le (28), sono le equazioni del campo elettro-
magnetico non neutro nel vuoto, in forma spinoriale. Le condizioni (23"),
poi, esprlmono il principio di conservazione dell’elettricity; la prima diventa,
infatti: 7 /RS = 0, mentre la seconda & identicamente verificata.

La seconda delle (27) e (27') si identifica con la (14) ed assicura pertanto
la dlpendenza dello spinore elettromagnetico ®ap dal solo potenziale spinore
hermitiano Qgrs» secondo la:

(30) DQap = % (Pcs/C% + Pca/ CB)

ottenuta ponendo Yrs = o0 nella (10).

Introducendo I'unico potenziale Pgs nella prima delle (27) e (27') ed impo-
nendogli la condizione di solenoidalitd, si ottengono le equazmm delle onde
rispettivamente per campo neutro oppure no.
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Si ha difatti per la (13), ponendo Ygs = o:
q)AS /RA CI)AR / s 4 (‘PCA CSR + ‘P /RC S) —

I
= _4_ (0A/CR, + o,C [ASR ) =~ MR,

e, per le identita:

P [OR, + 08O, RA 4 g0, [CARS = o

PS5 [C,RA 4 GCS[R, A | RS [eaSt =0
si deduce:
61 O R Lo, O L s,

Le prime delle (27) e (27") diventano quindi:

(32) Ue® =0 e (32) O™ =—/m.

Osserviamo che alcuni autori scrivono le equazioni spinoriali del campo
elettromagnetico nel vuoto in altra forma (10);

‘ G_AS/RA= _%jns
(33) 4 )
( G = 4 (‘PRA/RB + ‘PRB/RA)

valeridosi dello spinore poten21ale Prs € dello spmore doppio simmetrico
Gas corrispondente, secondo le:

(34) Gap = % Supan G e (34) Gy = S Gus,

al tensore doppio emisimmetrico autoduale G = Fus —l—%‘uﬁ (essendo I\‘iaﬁ =
= —;—%ﬁya F™ il tensore duale di Fog) 0D,

Le equazioni (33) sono equivalenti alle (27') o (28").

Infatti, ricordando la (34') e la (5) ed osservando che (12:

(35) Fop = Sap™” ®ap — Sy5™" Das
si ‘deduce: ‘
(36) Gap = 2 Ou5.

Per la (36), le equazioni (33) siriducono alla prima delle (28') ed alla (30),
a sua volta integrale della seconda delle (27").

(10) Cfr. ad esempio E.M. CORSON, loco citato ed A. H. TAUB, « Annals of mathema-
tics» [1T], 40, 937 (1939).

(11) 11 tensore G op Permette di riassumere le equazioni di Maxwell. in forma tensoriale
nell’unica: G B/ﬁ =z .

(12) Cfr. E. M CORSON loco citato.
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4. DEDUZIONE VARIAZIONALE DELLE EQUAZIONI DI DIRAC PER PARTICELLE
DI SPIN I. — Le equazioni di Dirac per una particella libera di spin 1 con-
tengono uno spinore doppio simmetrico ®,;, uno spinore ypq ed i rispettivi
coniugati.
Per ygg hermitiano, tali equazioni sono 19:
- R
\ K@, = vrs/®a
— — v R
K®,s = ¥s*/ar
— A
K ygs = Pagr/%
— ®A
VT K Tsr = @

37 1

R/ SA

(dove la costante K vale (27mc)%, essendo 7 la massa della particella, ¢ la
velocita della luce nel vuoto, % la costante di Planck).

Mostriamo come esse possano ottenersi, grazie alla estensione spinoriale (10)
del teorema di Clebsch, dal principio variazionale (17).

Considerato lo spinore doppio ®ap e detto Xg il suo spinore potenziale,
assumiamo come densitd lagrangiana (24) la:

— — 2
(38) 2 =2 (Dy5 @*° 4 D5 &%) — KT Prs o

(dove pps & la parte hermitiana di ygg) @9.
Le equazioni (21), ricordando le (29), diventano allora:

OS[R, 1 QAR[,S — 1 g2 RS
(39) ‘ ’
AR, _ AR/ S _
e quindi:
‘ (DAS/RA= _%Kz@r{s
(39 | AR/ S I -2 RS
' LR NES —TK ¢

mentre le condizioni (23") si riducono a:

(40) oxs/™S = 0.

(13) Cfr. E.M. CORSON, loco citato; A. H. TAUB, loco citato ed A.H. TAUB, « Phys.
Rev.», 56, 799 (1939).
(14) Se come lagrangiana, anziché la (38), assumiamo la:
AB | = =AB K2 - =
£=12(0yg®"" 4 (D,}B o) — 5 (IRrs 2R + XARs =9

formata con I'intero potenziale xpg , possiamo dedurre le equazioni di Dirac per ygg = T xRS

non hermitiano. Noi ci occupiamo del caso ygg hermitiano che porta ad equazioni invarianti
rispetto a trasformazioni lineari spinoriali corrispondenti a trasformazioni di Lorentz, sia
proprie che improprie. Cfr. A. H. TAUB, loco secondo citato.
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La seconda delle (39), identica alla (14), assicura che lo spinore @5 di-
pende dal solo potenziale hermitiano @gg. Inoltre le condizioni (40) impongono
che tale potenziale sia solenoidale. La dipendenza di @, dal potenziale
¢gs Sara quindi espressa dalla (13) ove si ponga $ps = O, cioe da:

I
(41) D= 7 Prs/®a
e, ovviamente, sard pure:
_ 1 i R
(41" D= 7 Psr/a -

Basta porre ¢pg = %YRS perché le (39'), (41) e (41") coincidano con le
equazioni (37) di Dirac.:

Delle quattro equazioni spinoriali di Dirac, due (le (39’), fra loro coniu-
gate) si traggono direttamente dal principio variazionale (17), mentre le
altre due (la (41) e la coniugata (41")) si ottengono come conseguenza delle
prime e della condizione di solenoidalita (40).

Ricordiamo infine l'espressione della lagrangiana da cui si traggono le
equazioni di Proca in forma tensoriale 15):

@ K
(42) Q:%FuﬁFﬁ—*—Z“CPu(P .

Osserviamo che, nel caso in cui il tensore emisimmetrico F,g che caratte-
rizza il campo di Proca ed il potenziale ¢* sono reali, la (38) & la corrispon-
dente spinoriale della (42). Cid & conforme al risultato che le equazioni di Proca,
nel caso di potenziale reale, coincidono con quelle di Dirac per particelle di
spin 1 6),

(15) Cfr. B. Finzi, loco citato.
(16) Cfr. A. H. TAUB, loco primo e secondo citato.



