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M eccanica. —  Contributi alla teoria matematica delle volte. Nota 
di G iorg io  F e r r a r e s e , presentata (,) dal Socio G. K r a ll .

Summary. — A simple derivation of the vectorial equilibrium equations of a shell is 
given, and the expression of internal virtual work, according to Kirchhoff assumptions only.

Exact relations (without approximation or assumption on the thickness of the shell) 
are also established between the global stress measures of a shell (active and constrained) 
and the stress components, suitably defined.

La teoria delle volte, a differenza di quella delle piastre, non sembra 
aver ancora trovato una sistemazione universalmente accettata (cfr. le diverse 
formulazioni di [3] [4] [5] [6] [8] [9] [11] [12]). Ciò, e già nella teoria linea- 
rizzata, sia per quanto riguarda la scelta delle caratteristiche di deformazione 
e delle equazioni di equilibrio, sia per la scelta, più difficile, del potenziale 
elastico.

Lungi dal presentare qui una nuova teoria, si cerca di portare qualche 
contributo alla problematica delle volte: a) inquadrandola nella teoria tridi­
mensionale; b) usando, per la superficie mediana, coordinate generali in luogo 
di coordinate di curvatura; c) facendo ricorso alla sola ipotesi di Kirchhoff 
sulle normali; d) senza presupporre piccole deformazioni.

In questa prima Nota si ricavano le sei equazioni di equilibrio nelle dieci 
caratteristiche globali dello stress-attivo e vincolare ù) _ nonché il lavoro 
virtuale delle forze intime. È proprio quest’ ultimo che suggerisce, come per 
altro rilevato da Budiansky e Sanders [i], una scelta ragionevole, e per le 
sei caratteristiche di deformazione, e per le sei variabili di stress essenziali. 
Tale scelta è confortata dalla circostanza che dalle equazioni di equilibrio se 
ne possono ricavare tre che contengono, oltre alle componenti di spostamento, 
solo le j anzidette variabili di stress; si che, precisati i sei legami stress—strain, 
il problema è determinato senza altri ricorsi.

Con questo primo studio, che lascia uno spiraglio per una teoria delle 
deformazioni finite, mi propongo per altro di ottenere una espressione inva- 
riantiva del potenziale elastico di una volta; carattere non posseduto da quello 
del Love [7], come recentemente da me osservato [2]-

§ 1. -  C o o r d in a m e n t o  d i  a l c u n e  n o z io n i s u i  c o n t in u i  (cfr. [ io ]  [13]).

Siano: % == O c± C2 c3 una prefissata terna cartesiana di riferimento; 
C la configurazione attuale di un generico sistema continuo tridimensionale; 
(^a)) -.-(a — 1 *, 2 , 3) coordinate lagrangiane per il punto generico P di C;

(*) Nella seduta del 16 aprile 1966.
(1) Corrispondente alla ipotesi di Kirchhoff.
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OP i vettori della base in P ; gaf5 == ea-€p i coefficienti della
metrica, g  =  det \\ga?]\ ; ea =  ga$ ep i vettori della cobase; p l’omografia di 
tensione, cioè Xa3 — ftca-cp le ordinarie caratteristiche dello stress. Infine F la 
forza perduta per unità di massa; k la densità; Y la forza superficiale esterna. 

Introdotti i vettori <2>

( 0  =  =  (a =  1 , 2 , 3 )

(vettori caratteristici degli sforzi in P), le equazioni di Cauchy assumono la 
forma seguente:

, , p F - f  sa ( f7 Ya) =  o - - C
(2) Vg

[ Y — Na Ya =  o- • .§FC ,

essendo N — Na ta il versore della normale interna a efC.
Sia ora 3P uno spostamento nominale a partire da C. Le (2) sono equi­

valenti all’unica relazione scalare

(3) kB — —  Sa (Ìg  Ya)]-3P dC +  J ( Y - N 0 Y“)-2P i f C  =  o,
éc

purché questa sia intesa valida per ogni scelta di 3P. D ’altra parte è da (Jg Ya) • 
\3P =  (V* Ya-ap) — ig  Ya-da (3P), in modo che applicando il teorema
della divergenza <2 3), la (3) dà luogo alla seguente relazione simbolica:

(4)  j  k v  • a p  d e  +  J  Y - a p  dC +  J  Y a - a a  (dF)dC =  o .
c c

L’ultimo integrale fornisce ovviamente una espressione del lavoro nominale 
delle forze intime che, tenuto conto della uguaglianza aa (aP)=a (aa'OP) =  aca, 
si scrive, indipendentemente dalle relazioni di simmetria,

(s) 32(in° =  J Ya -deadC.
c

Se infine si tien conto delle relazioni di simmetria

(6) ea AYa =  Y°3 =  YPa- • -G,

la (5) diviene:

(7) 3S(ia-> =  ±  j ' 3 g apdC.
c

(2) Se le xa, come è sempre possibile, si interpretano come coordinate cartesiane di 
punto jP* in una configurazione di riferimento C*, le gaj5 danno le .caratteristiche di defor­
mazione relative allo spostamento C* -> C e i prodotti Yaf3~  Y00-^  differiscono solo per 
il fattore Sg dalle cosidette caratteristiche lagrangiane di tensione.

(3) Si noti che le quantità Ya*9P, in Un cambiamento di coordinate xa <—> xa> si 
trasformano come le componenti di un vettore controvariante.
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§ 2. -  T e o r ia  m a tem a tic a  d e l l e  v o l t e .

1. Premesse. -  Il sistema continuo tridimensionale si presenti in C come 
una volta di superficie mediana 2  e spessore costante 2 h. Siano poi (x*) ( /=  1 ,2) 
coordinate molecolari, non necessariamente di curvatura per 2 , dei punti Q 
di 2  ; e{ ( i  == 1 , 2) i vettori della base naturale in Q , Aik e Bik i coefficienti 
della prima e seconda forma quadratica di 2  <4 * * * *>:

(8) «,- =  a,-OQ , A a  =  er ei , =  B ,%

(w versore della normale a 2  in Q).
Per il punto generico di C si ha

(9) OP =  OQ (x) +  zn (x) ,

essendo Q la proiezione ortogonale di P su 2  e z l’ascissa sulla normale n. Di 
qui segue, per derivazione,

(10) «v =  e i +  «B* ek > £3 =  n (i =  1 , 2),

nonché

( LI) S ik  " A ik +  2 zBik +  z2 B ir B /  , gì3 .=  o , £33 =  1 ;

ove i prodotti Bir B/ ,  coefficienti della A??'## forma quadratica di 2 , si possono 
esprimere con la formula

(12) B,VB / = H B , ,  — «A *,

essendo

(13) X =  B / == Atk B tk , <3£ =  det || tìf  |j == -

le curvature media e totale di 2 .
Insiemé è ^g =  61 A £2* n , |/A =  e\ /\e% w, quindi

(14) fg  =  ® ]/A con 3) (js) =  1 +  +  dC*2.

Conviene introdurre anche i vettori

(1 s) =  g ik 6À , e* =  Aìk ek , s3 =  e3 =

osservando che sussistono le identità

(l6) =  =

(4) Con afa e b{k si indicheranno gli analoghi in una configurazione di riferimento; sì
„ \ k — a{k

che le differenze -----------  , — b.k saranno caratteristiche di deformazione per la volta.

Per i legami tra queste e quelle ordinarie del Love si confronti [2], Nota II p. 467.

57. -  RENDICONTI .1966, Voi. XL, fase, s-
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nonché

(17) e« A e«+i =  yA C"+2 (a , p =  1 , 2 , 3),

come si riconosce moltiplicando primo e secondo membro scalarmente per
e a + 2  •

I vettori s* possono naturalmente calcolarsi ricavando dalla (n )  i reci­
proci gik, ma si può anche osservare che essi saranno del tipo e1 =  X?2 A £3, 
62 =  [x?3 A £1 • Di qui, tenuto conto della (io) e della (17), nonché delle 
condizioni e1-81=  1 =  82 82, si ricava in definitiva

( 18) =  (1 +  zX) e*— zB /  ek (i =  1 , 2).

Si noti esplicitamente, nelle grandezze introdotte, il carattere tensoriale 
degli indici per trasformazioni di coordinate adattate a E, quindi del tipo 
xi> __ xi' x2̂j  ̂ carattere che nel seguito sarà sempre sottinteso.

2. Equazioni di equilibrio. — Dopo le premesse fatte, riprendiamo la 
relazione simbolica (4) ammettendo, per semplicità, che le forze superficiali 
esterne agiscano solo sul contorno laterale a della volta <5> e possano pertanto 
ripartirsi sul bordo /  di E.

Consideriamo dapprima uno spostamento nominale del tipo dB =  3Q, 
indipendente cioè da z. Si ha allora la seguente condizione scalare, da inten­
dersi valida per ogni 3Q:

(J9) j  R/-5Q dH +  
2 1

cp • 3Q di -f-
/c

Y*-d;(dQ)dC =  o (dC =  dz */E)

ove si è posto

(2°)

h
[if =  1 &F 3) dz

-h
(da =  X di dz) ,

e insieme, come dalla (18),

(21) ®Y‘ =  (i +  zX) pcf — zB / $ek (7 =  1,2) .

Introdotti i valori medi 

(22) R‘ =  ®Y!’ d z ,
—h

(5) Eventuali forze agenti sulle superfici E e S +, parallele a E, che limitano la volta, 
ad esempio delle pressioni, possono del resto pensarsi ripartite su E.



G iorgio F errarese , Contributi alla teoria matematica delle volte 823

l’ultimo integrale della (19) si scrive, anche col concorso del teorema della 
divergenza,

1  R! • 3/ (3Q) J " ~  3,- (VÀ R • 3Q) J S  -  J  —  a, ( f  A  RO • 2 Q  d S  =
2 2 2

=  — J V i R ‘ . d Q e /  —  f y L . 3. (VÀRO• 3QrfS,
/ 2

essendo u =  v,- e* il versore della normale interna ad / su S. La (19) dà così 
luogo, stante l’arbitrarietà di 3Q, al seguente gruppo di equazioni:

(23)
l , / - ^ 32(yAR0 =  o . . . S

( <p — v,. R* =  o- • •/.

Consideriamo ora uno spostamento nominale del tipo 5P =  A 
con indipendente da'#, arbitrario <6>. Introducendo, come già fatto nella 
(19), con una integrazione rispetto a #, i momenti caratteristici delle forze 
esterne rispetto a Q:

(24)

nonché

h
m  =  n f \  I zk  F2> d z

-h

(25) M* =  «A  I z$)Y' dz,
—h

si ottiene la seguente condizione scalare, valida per ogni scelta del vettore day.

(26) j  m •dm dYi +  j  &• da> di +  jM i-d { (dai) dH +
2 / 2

+  f (s&.n A Y‘ +  w A Y*)-Ba>dC =  o .
Jc

D ’altra parte la proprietà di simmetria delle caratteristiche degli sforzi, 
sa A Ya =? o si traduce, come dalla (io), nella condizione

(27) («,■ +  ») A Y* +  » A Y® =  o,

sì che l’ultimo integrale della (26) non differisce da — I e{ f \Y { day dC ==
c

Trasformando poi, come già fatto in precedenza, il

(6) Basterebbe normale ad n.
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penultimo integrale, si ottiene in definitiva, stante Yarbitrarietà del vettore 
dco, il secondo gruppo di equazioni:

(28)
m  — e,-A R‘ — (VA =  °- ‘ 

-9"— v,-M; =  o- • •/.

Si ottengono così, prescindendo dalle condizioni al contorno, le seguenti 
equazioni indefinite:

(29) \xf — —  a,. (fA R‘) =  o , m — e, A R‘ — —  9,- fl/A W )  =  O.

A queste va naturalmente aggiunta Yequazione di continuità. Complessi­
vamente si hanno sette equazioni scalari in 14 incognite: la densità pi, le tre 
componenti di spostamento a partire da una configurazione di riferimento e 
le dieci componenti dei vettori R* ed M% questi ultimi ortogonali ad n. Te­
nuto conto che per una volta le caratteristiche di deformazione sono sei, si 
aggiungeranno, per trasformazioni reversibili, sei legami stress-strain. Pre­
scindendo da (a, pareggiata dalla equazione di continuità, le sei equazioni (29) 
faranno allora intervenire 4 incognite per lo stress reattivo e tre incognite per 
lo spostamento. Mancherebbe pertanto una equazione: ma prima di pensare ad 
altri legami conviene esplicitare il lavoro delle forze intime.

3. Lavoro virtuale delle forze intime. -  Per una volta la (5) fornisce la 
seguente espressione del lavoro virtuale delle forze intime:

(30) 82(in.) : j  Y* • Se,- dC +  j  Y3- Sm dC
c c

ove, concordemente alla (io), posto che Sz =  o. subordinatamente alla ipotesi 
di KirchhofF, 8sz- =  8e{ +  z ($B# ek +  8ek). D ’altra parte, ponendo

(31) Y* =  Y**eà + Y  ‘'fi,

la (27) si spezza nelle due equazioni

(27') e- /\.(Y ik — zB f Yri) ek =  o , Y3 =  Y‘ (e, +  zBa «*) +  Yn ;

sì che Y3 • 8n =  Y* fe  +  zY>ik ek) • 8n =  — Y* n • (8ei +  zY>ik 8ek) e la (30) si 
scrive successivamente così

8£<in-> =  J  [Y!> er-($e, +  zBik Se*) +  *Y* SB,J dC =  
c

=  j  [(Y‘v — zY ki B /) er - 8e,- +  zY ik SB,J d C . 
c

(7) Si tien conto dell’identità er -§ek = — e% 8er , come dalla (16).
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Di qui, tenuto conto della simmetria del tensore Y ir — ̂  B /, come dalla 
(27')!, ovvero dalla identità [cfr. (21) e (12)]

(32 a) 3) (Yik — zY ri B /) ~  (1 + Z z  — dte2) a* — z (Br* ark +  Brk csri)

(otk == fie*-ek =  Gkts) ,

segue in definitiva

(33) SC(in° = J ( ±  N" SA,, +  M« SB„) d 2 ,
S

ove si è posto
A

(32 b) N" =  j  ® (Y" — Br*) dz
-h

h

M * =  f z ^ Y ikdz.
-h

Si noti che, a differenza di e B^, il tensore Ma non è simmetrico (8̂ , 
anche se nella (33) interviene soltanto la sua parte simmetrica:

(34) M<«> =  — (M« +  M").

4. Eliminazione delle incognite sovrabbondanti nelle (29). -  La (33) sugge­
risce di assumere, per una volta, come variabili di stress i due tensori simmetrici 
N** ed M(̂ : è tale assunzione legittima?

Per riconoscerlo si traducano le (29) in forma scalare ponendo

(35) /  =  /*’ ei +  f n > m =  n A m*

nonché, concordemente alle (22)-(25),

(36) R* =  R** ek -f- R* n , M* =  n J\ y i ik ekì

essendo

(37)

h

=  r ® y ikdz
~h

h

R’ =  f  ® Y‘ d z .
J-k

Tenuto confo delle note identità 3,- ek .= | j er -— Bik n , —  3#- ]/A =  | ^  | ,

oltre alla conferma della simmetria del tensore già introdotto con la (32 b)i : 
W k == R** — Brk M.r*y si ottengono le seguenti equazioni:

(38) \i/k — Rikji — R* B /= o  , (jif — R‘/,-+ BJk Bik—o , R*==M*\ — mk

essendo / il sjimbolo di derivata covariante su Z.

(8) A meno che sia Br& =  o {piastra).
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Di qui, eliminando il vettore R* in virtù della terza equazione, si ottiene 
in definitiva:

( [ifk +  m* B f  — Brk Mirn — R*\- =  0 (k =  1 , 2)
| {jf +  m{n — M % k +  R« Bik =  o .

È notevole la circostanza che le tre equazioni scalari cosi dedotte fanno 
in realtà intervenire, per quanto riguarda lo stress, soltanto i due tensori sim­
metrici N** ed M(̂ , quindi sei quantità scalari. Per riconoscerlo basta osser­
vare che si ha:

a) Brk Mir(i -  Brk (M‘v +  M”)/* — Brk Mn/. -  2 B* M ^,. — (Brk Mr%  +  
-f- Brkj{ Mn ove, per la simmetria del tensore triplo Brkj- in virtù delle equa­
zioni di Gauss-Codazzi (cfr. [3] p. 235), l’ultimo termine non differisce da

b) Qiknk =  o per ogni tensore antisimmetrico (9);
c) R* Ba ss N" B« +  Bp Ba M - =  N« B« +  Bp Ba M<"L

Le (39) si scrivono pertanto nella forma

i pk — W kl£ — 2 Bp — B //f M(W) =  o 
(40) j P +  N« Ba +  Bp Ba MM — M«*>/a =  o ,

ove si è posto per brevità

(41) p* =  uf* +  Bf m* , p =  ttf+

Per una piastra si ha ph == \pfk =  , pf =  — miii Mik/̂ k ecc.
Si noti, terminando questo primo approccio sulle volte, che per tutte le 

grandezze introdotte [cfr. ad esempio (21), (22), (25)] sono per altro ancora 
disponibili eventuali sviluppi in serie di z .
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