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M. N ic o le s c u  e C. FoiAS, Sur Vunixìté du problème de Cauchy, ecc. 785

Analisi matem atica. —- S u r Vunicité du problème de Cauchy 
pour Vequation de la chaleur. Nota di M iron N ic o le sc u  e C iprian  
F oias, presentata (*} dal Socio M. P icone.

Riassunto. — Si mostra l’unicità della soluzione del problema di Cauchy per l’equa­
zione del calore (1) nella classe delle funzioni verificanti la (4).

I .  Dans la Note [II] nous avons obtenu, comme consequence à la repre­
sentation de Poisson des solutions de Féquation de la chaleur

/  \  d2U du ^
C O  ’ o < y < 8  , — 0 0  < * < 0 0 ,

Funicité de la solution du problème de Cauchy pour (1) dans la classe des 
solutions vérifiant

+00

(2) sup / e~Kx2 u~ (oc , y) dx  <  -f- 00 ,

où u~ désigne la partie negative de u : u ~  =  max {— u , 0} et K est une cons­
tante ^  o convenable dépendant de u). Cette classe contient évidemment la 
classe des functions telles que

u (x , y)  ^  — MeKx* , o ^  y  S , — 00 <C x  <  00 ,

classe qui a été déjà considérée par P. Bessala-M. Krzyzanski [3] et A. Fried­
man [2] (mème pour des equations paraboliques très générales). Il est aussi 
bien évident que cette dernière classe contient celles considérées ou bien dans 
le théorème de Tihonov [7] (voir aussi [4]) ou dans celui de W idder [8]. 
Toutefois notre classe (définie par (2)) ne contient pas la: classe d ’unicité 
considérée (aussi dans un cas plus général) par L. Slobodeckii [5] (voir aussi [3], 
p. 60) et A. Friedman (voir par exemple [2], théorème 16), notamment celle 
des solutions de (1) vérifiant

5 +00

(3) J  dy J  £ -k*2 I u(oc , y)  | dx  <  00 .
0 —00

Le but de cette Note est de prouver que les méthodes empioyées dans nos 
Notes [I] et [II] permettent, avec des changements mineurs, d ’obtenir Funicité 
dans une classe englobant toutes les classes que nous venons de mentionner. 
Notam m ent1 nous allons prouver le suivant.

(*) Nella seduta del 14 maggio 1966.
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Theorem E d ’u n ic i te .  — Id unicità de la solution du problème de Cauchy 
pour Vequation de la chaleur (1) (dans la bande — oo<  x  < 00 , o <: y  < 8) 
a lieu dans la classe des fonctions vérifiant Vinègalité

5 +00

(4) j dx j  e~Kx* u~ (x , y) dx <  -f~ 00 ,
0 —00

où K est une constante A o convenable dependant de u.
A vant de passer à la démonstration (reposant sur le théorème d ’unicité 

de [II], c’est—à—dire sur l’unicité dans la classe des solutions vérifiant (2)) il 
faut rem arquer que ce théorème ne contient pas tous les théorèmes d ’unicité 
connus pour l’équation de la chaleur. Ainsi la classe d ’unicité de notre théo­
rème est differente des classes d ’unicité de S. Tàcklind [6] qui se définissent 
comme suit:

\ u { t , x ) \  , — 00 <  x  < o o ,

où h (x) est une fonction positive pour x  > o telle que

(5)

OO

h (x) étant la plus grande minorante non-décroissante de h (x). Ainsi une 
classe d ’unicité englobant à la fois la classe définie par (4) et celle définie ci- 
dessus serait celle des fonctions vérifiant

ò +OO
dy e M^(M) u~~ (x , y) dx  <  oo

Ò —oo

011 h (x) verifie la condition (5) de Tàcklind. Si cette classe est ou non une 
classe d ’unicité semble ètre un problème encore ouvert.

2. Passons m aintenant à la démonstration du théorème. Dans ce but 
soit u ( x  ,y )  une solution de (1) dans la bande

(6) — 00 <  # <  00 , o < y  8

vérifiant (4) avec

(7) ° S K < - r .

Tj'out comme dans la Note [LI] nous allons reprendre les considérations 
des Notes précédentes [I], [II] en indiquant seulement les compléments né- 
cessaires. Dans ce but, les formules des Notes [I] et [II] seront indiquées 
par leur numéro sui vi du numéro de la Note dans laquelle ces formules sont
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données. Partons comme nous l ’avons déjà fait dans [I] et [II] de la formule

y

1(io . I) u (x  , y)  =

{x-ry
e ^(y - 'n )  W du \ (x— r)u(r,y\)

2 Vtt J  ]/y—-7)
h

d l k = r  2 { y  — r\) dv]

+ 2M1Z

(2 R  — r  — x ) 2

4(y — rj)

V y  —  7]

du\  (2 R — r — x)u(r ,r i )
d%h=r 2 (y~ri) dv]

~ r  f e • —— R)“ £ ,Yl) d'f\

+ i^iz{y —  h) J
(x - 1)2 (2R -*-§)«

e 4 (y -  ti) ___  ̂ 4 (  ̂— i1) ■ (£,h)  d?

ou

— 00 <  r  <  ;r <  R  <  00 , o < k < y < : 8 .

Pour R - ^ o o  la deuxièm e intégrale dans (10.I) tend m anifestem ent vers 
zero. E n  ce qui concerne la troisième nous avons d ’une part

(8)
1

2 Vtt

y* _ (x-Ry 
e 4 ( j / - t ) ) (x — R) u (R , 7)) 1

( y - n f 2 1

: Ett
=■ e . (R—*)'u dfl

{ y - n f 2 1

et d ’autre part

*+1
5 Vtt:

^  f  e~ . (R ~ *)« (R <•>'))
O' — *))3/2

dy) dR  =

 ̂ 00
^KR2“ 4(^-r]) . (R — %)U ( R , 7]) ^_KR2 

2 \fiz J J (y — r j f 2
h  x+1

wJ
y  0 0  §

-KR2=S Ci J  J  e u~- (R , 73) dR  dY) 5  ̂ Ci J  I (y)) dY] <  00 ,
h x+ 1  0

où Ci est unte constante telle que

(R -  *)*
Ci

R — x  KRS— - ,
e n) t #  i rg R  <  oo , h

(y— n)'3/2
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i \ici on utilise le fait K  <  et

(9)

+00

I (y) =  Je~ Kx u ~ ( x , y)  dx  ,

de sorte que la dernière inégalité découle de (4). Il en résulte q u ’il existe une 
suite R ^ o o  telle que

f  (* -  R̂ )2
~  J  ■ &* - * ) ■ " d7] ,

*** J  ' (y— n)3'2h

Done, compte tenu de (8), ( io .I)  devient
y

C (* -  r)2
u ( x , y )

4 (y-r\)

2 Vtt J  1/ y —7)
h

+  lim sup ——i _   IRk ->oo ( 2 Vtu (9/ —  A) J
(* -  I)

\ __  — r ) - u ( r ,  7])
A = r 2 (j/ — 7)) dv)

£  4 (J /  — T])   £  4 (JK — T]) u ( l , A) d i

Désignons p ar FA (u) la dernière parenthèse et prenons un h tei que 

(io ) I (h) <  00 .

Alors en reproduisant les considerations de la Note [II], p. 624, on arrive à
y

u (x , y )  ^  —

_ ( x - r ) 2
4 ( y  ~  T])

Yy — v)
CU \
W k = r

( x— r ) u (r , 7))
2 ( /  — 7j) dv)

I
2 fic ( y — h)

r

(* ~ I)2
4 (y — h) u~~ (£ , h) d£ +  lim sup (^+) ,

R|->oo

où =  m ax , o}. E n répétan t m aintenant les considerations qui nous 
ont conduit dans [I] de (12.1) à (13.1), sans aucun changem ent, on obtient

(13.I) u ( x , y)
2 Vtc

f , (*-^)2
£ 4(^-ri)

Vj|/---7

du
* h - r .

( x— r) u ( r , 7]) '

2 ( y— 'n)3'2 .
dv)

+
1

2 Vtt ( y — h)

00

/ *

<* ~ I)2
« « (5 , A) di' ,

(où lai dernière intégrale converge absolument). Cette fois-ci la formule (13.I) 
est vraie seulem ent pour les valeurs de h vérifiant o < h < y  et (io).

T out comme dans le cas de la Note on n ’a m ain tenant q u ’à reprendre 
les passages à la limite du n° 3 de [I] non pas pour R -> 00 arbitrairem ent,
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mais tou t comme auparavan t pour une suite convenablem ent choisie. On arrive 
ainsi de (16.I) a (16M), puis en fixant un h >  o vérifiant en outre aussi (io), 
on déduit (i7 .I). Ainsi on obtient sans aucun changem ent dans l’argum enta- 
tion, Tinegalite

-foo
r (* -

(18.I) e *<'-*) . u ( £ ,  A) . d£2 Vn(y — A) J
— 00

valable pour

■—  o o < j <  00 j o <  k < y  <A§ ,

h vérifiant de plus (io). A  partir de là, en répétant exactem ent les raisonne- 
m ents faits dans les n° 4 et 5 de [i] on déduit

+00
/  * (x —

( l r ) u ( x , y ) = —  ' \ e~ ^ y ~ k) - u i t , h )  dg2 )/K(y-~h) J '
— OO

pour

(12) — o o < x < o o  , 0 < A < y < 8  , 1 (A) < 0 0 .

3. Nous allons finalement montrer que la condition (io) imposée à h 
(c est—a—dire la derniere des conditions (12)) peut étre écartée.

En effet supposons que h vérifie (12) sauf la dernière condition. En vertu 
de la condition (4), il existe un 4 tel que o <  4 <  h , I (4) <  00. Par con- 
séquent, d ’après ce que nous venons d ’établir

+ OO

— 00

+00 ^

u (x > h) =  4(*~,|) -u( l  , 4) à i ,
2  ]/TC { ì l ---- 7]) J

— 00

où les deux intégrales convergent absolument. Par suite les calculs suivants 
sont corrects:

1
2 Vtc (y — h)

+00

ì ‘ ~
— 00

4 ( y - A ) ■ u( l , h )  d? =

+00

—00

(* -  ir
4 ( y  — h )

+  00

I
2 lA  (h  7))

e
—00

(i -
4<*-T» •»(£ , 4) d U 5 =

+  00 OO
(* -  i)2 

e 4 O' - >9
2 Ftt ( y — h)

— OO

ft - 1)2 \ r (x -  ^
* |

2 l/7T(A — 7)) /  J  2 (TC (/ — 7)) (£>’))dS=«(*,.y)

ce qui établit la representation (11) dans la condition (io).

55. -  RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. 5 .
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En résum ant nous avons obtenu le suivant
T h ÉORÈME DE REPRESENTATION. -  Soit u ( x . , y )  une solution de Vequa­

tion de la chaleur dans la bande: — oo<c x <  -\- 00 , o <  9/ S, vérifiant la 
condition

5 +00

I dy j e ~ Kx*u~ (x , y)  dx  <  00

ou K <  . A lors pour tous -  

de representation de Poisson

« ( * ■ ? ) =

V intégrale converge ant absolument.

' < x < o o , o < k < y < ? )  on a la form ule

+00

(* -  D2
e .u (£,h)  d5 ,

4. R em arquons que ce théorèm e ne donne pas la representation aussi 
pour le cas h =  o. Pour cela on ne peut plus appliquer le raisonnem ent du 
n° 6 de [I] (comme c’était le cas dans la Note [II]) pour obtenir le théorème 
d ’unicité. Toutefois le théorèm e d ’unicité énoncé au n° 1, découle aisément du 
théorèm e de représentation que nous venons d ’établir et du théorèm e d ’unicité 
de [II].

E n effet, supposons que u\ (x , y )  et u% (oc , y )  soient deux solutions de (1) 
vérifiant la condition (4) avec une mème constante K (ce qui est toujours 
possible en augm entant au besoin cette constante) et telles que u\ (oc , o) =
=  U2 {OC , O).

En vertu du théorèm e de représentation du n° 3 nous avons pour tous

+00

o <  h <  y  <  m in ] S , —^  [ et j  =  1 , 2 :

* | uj ( f  , h) | d£ =  e 4to-*) uj (E, , h) d£

+00

+  2 / e  K ? - * )  - U j  (£, , h )  dH, ^  U j  (o  , y )  +  2 Iy (J i) ,

oo

Iy (fi) =  J e ~ Kxt uj  (oc , A) d x  ^  j  e 4 ŷ Uj (E, , h) d£ .

— oo —oo

P ar conséquent en fixant y  et en prenant Si — y \ 2 nous obtenons
+00

(u) e Ki*! | Uj (oc , h) | dx  sj uj (o , y )  2 Iy (,h) , o < h <  S i,
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où Ki =  - 1— . Considérons m ain tenant la fonction2JK
y

U (x , y )  =  j  \u± (x , h) — u% (# , ^)] ,
o

—  o o <  x <  o o  , °  A  _y AJ S i .

Evidem m ent U  (x ,y)  est une solution de (i)  (on utilise le fait que u\ ( x , o)  =  
=uz  (x , o)). De plus, en vertu de (13) nous avons

+00 +00

j  ^-Ki*2 j j  (x , y)  dx j  e~ KiX2 | U (x , y)  | d;r
—00 —00

+00 6X +00

KlX%d x J  I Mj (x , A) I d k  ^  2  I  ^  j  e ~ KlX2 I (# , ^) | d̂T
—00 0 6  —00

6 X +00
2 2 r r

^  Si I 29 (o > y)  I +  2 2} / dy / ^~Kx2 • , _y) d;r ,j - 1 y = i  J J
ce qui m ontre que U (x , y)  verifie la condition (2). Ainsi, par le théorèm e 
d ’unicité de [II] nous avons U  (x , y)  == o pour o y  Si.  E n dérivant par 
rapport à y,  on obtient u\  (x , y)  — u<i(x , y )  quel que soit o ^  y  <: S i. En 
répétan t cet argum ent sur la bande — o o < # < - | - o o , 8 i f g y < ^ 8  et ainsi 
de suite on en arrive à u\ (x  , y ) — m  (x  , y )  dans toute la bande considérée, 
ce qui achève la dém onstration du théorèm e d ’unicité.
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