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A nalisi m atem atica. — Alcuni risultati sulle equazioni lineari e 
quasi lineari ellittico-paraboliche a derivate parziali del secondo ordine. 
N ota di O lg a  A. O le in ik ,  p re sen ta ta 0  dal Socio M. Picone.

Summary. — Existence, uniqueness and smoothness of weak solutions of a boundary 
value problem for linear elliptic-parabolic equations are considered. Existence and unique
ness theorems for the Cauchy problem and the first boundary value problem for linear and 
quasilinear degenerate parabolic equations are proved.

Le equazioni alle derivate parziali del second’ordine lineari e quasi lineari 
di tipo ellittico-parabolico si presentano in molti problem i di M eccanica, 
nella teoria dello strato-lim ite , nel calcolo delle probabilità  (per lo studio dei 
processi di M arkov) ed in altre applicazioni ancora.

Le equazioni ellittico-paraboliche sono definite dall’avere la corrispondente 
form a quadratica caratteristica sem idefinita positiva. A lcune forme speciali di 
tali equazioni furono considerate da F. Tricom i nella sua ben nota M em o
ria  [i]  sulle equazioni di tipo m isto, nel lavoro [2] di A. W einstein, nel la
voro [3] di M. K eldysh ed anche in diversi lavori di altri m atem atici.

G. F ichera [4], [5] ha per prim o considerato le equazioni ellittico—p ara
boliche lineari sotto form a generale. Per tali equazioni egli ha posto problem i 
al contorno che possono considerarsi come l’estensione ad esse dei problem i 
di D irichlet e di N eum ann per le equazioni ellittiche.

Allo scopo di form ulare il problem a di valori al contorno posto da G. 
Fichera, dobbiam o in trodurre alcune notazioni. Sia A  un  campo lim itato nello 
spazio R m (x± , • • •, x m) e sia S  la sua frontiera, che supponiam o dotata  di 
norm ale. Sia, allora, n — (n1 , • • •, nm) la norm ale in terna a S. Consideriamo 
l’operatore differenziale:

L  (u) == a J uX{X. +  bl ux . +  cu

e supponiam o che le funzioni reali a d , ¥ ,  c siano definite in un campo 3) 
contenente À (chiusura di A). Per ogni ^  di quali si siano le variabili reali 
£1 > * • • > riesca ad(x) SL >  o. Indichiam o con S° il sottoinsieme di S  
dove a^ni Uj =  o. Se S° non è vuoto, consideriam o in esso la funzione:

b ='(b9 — cgp ni.

Siano So , S i , S2 i tre  sottoinsiem i di S° rispettivam ente definiti dal verifi
carsi su ciascuno di essi delle seguenti condizioni:

S o : b =  o ; S i : b >  o ; S2: b < 0  .

Sia S 8 =  S —  S°.

(*) Nella seduta del 14 maggio 1966.
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Il problem a al contorno che estende all’operatore L  (u) il problem a di 
D irichlet è il seguente: trovare una funzione u (x) che soddisfa in i \  l’equazione 
differenziale

(0  L  (u) —f

e la condizione al contorno

(2) u = g  su S3US2

essendo /  e g  funzioni assegnate.
Nei citati lavori di F ichera vengono ottenute, in opportune ipotesi per i 

coefficienti, le maggiorazioni nella norm a Slp per le soluzioni in senso classico 
del problem a al contorno (1), (2). D a tali m aggiorazioni viene dedotto un 
principio di massimo, nonché teorem i di unicità per la soluzione in senso clas
sico di detto problem a.

U sando un m etodo di analisi funzionale, F ichera ha dim ostrato re s i
stenza di una soluzione debole per le equazioni (1), (2). Egli ha quindi posto 
il problem a consistente nel provare l’unicità di siffatta soluzione. Risposta 
afferm ativa a tale quesito è stata  data  nei lavori [6], [7], [9].

Nelle righe che seguono esporrò alcuni risultati da me ottenuti, relativi 
alle equazioni ellittico-paraboliche, riguardanti l’esistenza e l’unicità di solu
zioni deboli, nonché la regolarizzazione di tali soluzioni deboli. Considererò 
anche una classe speciale di equazioni ellittico-paraboliche che sem bra naturale 
chiam are equazioni paraboliche degeneri. Verrò ad occuparm i, per quanto 
concerne le equazioni di questo tipo, sia del caso lineare che di quello quasi 
lineare.

1. E q u a z io n i  l i n e a r i  e l l i t t i c o - p a r a b o l i c h e .  -  Supporrem o che nel 
campo 3) contenente À si abbia d j  € C(2+a), b1 G C(1+a), c G C(a) , o <  a <  1 e 
sia A  G A (2+a) (stiamo qui usando le notazioni introdotte nella m onografia [8] 
di C, M iranda).

Sia:
L* (u) =  a J ux.x . +  b*1 ux. -}- c* u , 

essendo b** =  2 d Jx . —  bl , c* — ax.x . — bx.-\- c .j t j 1
Indichiam o con T la frontiera dell’insieme S o U ^ 2 considerato come 

sottqinsieme dello spazio am biente S .
Definizione. - L a  funzione u (x), lim itata e m isurabile in A, dicesi una 

soluzione debole del problem a (1), (2) se, per ogni funzione v G C(2) (À), 
nulla su 2 iij2 j3 , riesce:

(3)

aove T  

su 2 .

u L* (v)  dx =  J v f  dx  — j g  —  dcr -f- j  bg v  da

a£j cos (n , xfi e dcr è la m isura dell’elemento di ipersuperficie
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Analogam ente può darsi la definizione di soluzione debole nello spazio 
Zp (A) (fi ^  i) per il problem a (i), (2). In  ta l caso basta solo supporre che 
la u (x), verificante le (3), appartenga ad (A).

T e o r e m a  i .  -  Sia  per ogni c (x) <  c0<  o con c0 costante e sia /  una 
funzione limitata e misurabile in  A  e g  limitata e misurabile su S2US3 ; T abbia 
misura nulla su £ . Esiste allora una soluzione debole del problema (1), (2) per 
la quale sussiste la diseguaglianza (principio di massimo):

\u  \ <7 m ax | sup / -  , sup | g  [ j •

T eo r em a  2. -  Fissato p >  1, riesca in  A: c ----- l-  È . 4- — a%.x . <  o  ep i p i j
sta f  e 2p (A) e g  — o su S2U 23 ; T abbia misura nulla su 2 . Esiste allora 
una soluzione debole del problema (1), (2) appartenente ad  £ /(A ).

Le soluzioni del problem a (1), (2) -  resistenza delle quali abbiam o asse
rita  nei teorem i 1 e 2 -  possono essere ottenute, quando /  e g  sono abba
stanza regolari, come limiti, per s->  o, delle soluzioni del problem a di D irichlet 
per le equazioni ellittiche

£ Au +  L  (u) = = / , (e >  o), in A

con la condizione al contorno:

u =  g ì su 2

ove gì ==g su 22U S 3.
S e / e g  sono arb itrarie  funzioni m isurabili e lim itate nei rispettivi insiemi 

di definizione, allora si approssim ano f  e g  con successioni f n e g n di funzioni 
convenientem ente regolari e successivam ente, indicata con un la soluzione del 
problem a (1), (2) corrispondente ai dati f n e gn> la u si ottiene come limite de
bole della successione un , per n -> 00,

R isultati relativi all’esistenza di soluzioni deboli, analoghi a quelli conte
nuti nei teorem i 1 e 2, erano stati ottenuti con differente procedim ento da 
F ichera nei lavori [4] e [5].

Supponiam o che -  considerando 2  come spazio am biente -  i punti 
della frontiera di 23 (su 2) siano punti limiti di punti interni a 2°.

Sia T '  un  sottoinsieme di T. D iremo che T ' verifica la ipotesi y) se, preso 
com unque un  punto x° e V' esiste un  intorno lxo di x° su R m tale che possa 
introdursi in lx« un  sistem a di coordinate curvilinee di classe C(2), y i ,  • • • , y m, 
tale che: I) 2 n L  sia l’insieme dei punti di I*o per i quali y m =  o; II) l’in- 
sieme F D I^  sia l’insieme di tu tti i punti di I*o per i quali y m- i  =  o , y m =  o.

Sussistono i seguenti teorem i concernenti l’unicità delle soluzioni deboli 
per il problèm a (1), (2).

T e o r e m a  3. -  Sia  c* (x ) <L ci <  o  con a  costante; la frontiera di 23  
(su 2 ) verifichi Vipotesi sopra enunciata e F verifichi Vipotesi y). Allora là solu
zione debole del problema (1), (2) è unica nella classe Stp (A) con p  ]> 3.
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Sussiste anche un teorem a di unicità per la soluzione debole del problem a 
al contorno (1), (2) nella classe £p (A) con p  >  2 sotto condizioni alquanto 
più restrittive su I \

T e o r em a  4. — Verifichino c* e S3 le stesse ipotesi del teorema precedente. 
L'insieme T sia decomponibile in tre sottoinsiemi T i , , Ts (<qualcuno dei
quali eventualmente vuoto) tali che\ I) I \  verifichi l'ipotesi y) ed inoltre esista 
un aperto A i contenente Ti tale che sia u e £3 (Api Ai); II) detto T | l'involucro 
di raggio 8 di 1̂  su 2  riesca: misura ipersuperficiale d i (S2); I I I)  1̂
verifichi l'ipotesi y) e, posto y m_x =  ® (x± ,. • ., # w), si abbia aM<$>x. =  o
in ogni punto d i IV  In  tali ipotesi la soluzione debole del problema (i), (2) appar
tenente ad £p (A) con p  >  2 è unica.

Le dim ostrazioni com plete dei teorem i 1, 2, 3, 4 sono contenute nel la
voro [7]. A lcune di esse si trovano anche in [9].

Desidero osservare che i teorem i di esistenza e di unicità teste enunciati 
possono essere estesi -  usando le stesse tecniche dim ostrative -  al problem a 
al contorno

(4) L  (u) = /  in A

(5) u = g  su S 2 , ~ + | ìu =  q su S 3 ,

quando sia verificata la condizione S3 n  2° =  o e si facciano le opportune 
ipotesi su S , sui coefficienti dell’equazione (4) e sulle funzioni

A nche il problem a (4), (5) è stato posto nei lavori [4] e [5] e può conside
rarsi come u n ’estensione all’operatore ellittico-parabolico del classico secondo 
problem a al contorno per u n ’equazione ellittica.

R iveste interesse considerare per u n ’equazione ellittico—parabolica il p ro
blem a al contorno (1), (2) quando la frontiera S  di A  è soltanto regolare a 
pezzi. Per esempio, nel caso che L  (u) sia il classico operatore del calore, il 

, prim o problem a di valori al contorno ad esso relativo — che ovviam ente 
rien tra  come caso particolare nel problem a (1), (2) -  viene, in genere, con
siderato in un  cilindro dello spazio, cioè in un  campo la  cui frontiera è regolare 
a pezzi.

Nel lavoro [7] vengono date delle condizioni sufficienti sotto le quali i 
teorem i 1, 2, 3, 4 possono essere estesi anche a campi con frontiera regolare 
a pezzi. A d esempio, per l’esistenza e l’unicità della soluzione debole del p ro
blem a (1), (2) nella classe delle funzioni m isurabili e lim itate in domini con 
frontiera regolare a pezzi, può darsi per 2  una condizione del tipo seguente. 
Indicato con 2  l ’insieme dei punti singolari di S , sia 2  decomponibile nei due 
insiemi 2 ' e 2 "  (uno dei due eventualm ente vuoto) verificanti le seguenti con
dizioni: detto 2§ l’involucro di raggio 8 di 2 ' su R m, riesca mis 2^ =  0  (82+e) 
con p > 0 ;  l’insieme 2 "  verifichi una ipotesi perfettam ente analoga alla ipo
tesi y), con la sola differenza che in essa al posto della condizione I) va sosti
tu ita  la seguente:



O lga A. O lein ik , Alcuni risultati sulle equazioni lineari e quasi lineari, ecc. 779

S f i l o  sia l’insieme dei punti di I*o per i quali si abbia y m =  o , y m_ i >  o 
oppure y m- i  =  o , y m'> o. Inoltre nella condizione II) della ipotesi y) si deve 
leggere S " n  lx° invece di T f )  L°.

Esem pi anche semplici provano che, in generale, la soluzione debole del 
problem a (i), (2) può non essere una soluzione regolare. A d esempio, posto

m

r 2 (x) =  2  x ì> la funzione u (x) =  ra è soluzione del problem a (1), (2) nel
i= 1

campo sferico r  <  1 per l’equazione a coefficienti analitici (oc >  o)

(6) r2 Au —  [ocm -f- oc (a —  2)] u  =  o

con la condizione al contorno ^  =  1 su S3 =  S .
Se riesce oc —  [a] >  o, la soluzione u ha derivate lim itate soltanto fino 

all’ordine [a]. È  anche im m ediato constatare che la soluzione del problem a 
(1), (2) relativo all’equazione ux. +  cu =  o considerata in un  campo più 
volte connesso è in generale discontinua.

Diciam o che la funzione T* appartiene alla classe Ck (A) se ha in A  deri
vate deboli lim itate fino all’ordine k  incluso.

Per investigare la regolarità delle soluzioni deboli del problem a (1), (2), 
riveste notevole im portanza il seguente

Lemma i . -  Sia aij (x) ^  >  o per ogni .x € Km e sia aij' 6 C2 (R m). Riesce
per ogni v € C2 (R w) e qualunque sia p

(7) (afi v )2 -< ìAav v v
K XQ xì xj J —  xi xs xj xs

dove M è una costante positiva che dipende unicamente dal massimo modulo 
delle derivate seconde delle funzion i a'K 

Poniamo:
m m

B, =  c +  ~  M m  +  b% +  — 2  I +  4- 2  ! b*i I > s =  1 , • • •, m .
4  2 i= i  2 .;=1

ove è la costante che interviene nella (7). Sia inoltre E  il sottoinsieme di 
À ove det {aij'} =  o.

TEOREMA 5. -  Siano verificate le condizioni del teorema 3  e sia inoltre 
c (x) <  co <  o. I  due insiemi S3 U ^2 e S i u  S 0 siano chiusi. S ia  f  e Ci (A) 
e g  == o su S2 U ^3 , Riesca infine in ogni punto d i IL:

(8) B, <  o , j  =  1 , • • •, m .

Allora la soluzione debole limitata del problema (1), (2) appartiene a Ci (A).
L ’esempio relativo all’equazione (6) prova che non si può prescindere, 

per avere la regolarità delle soluzioni, da condizioni quali quelle espresse 
dalle (8).

Il teorem a 5 può generalizzarsi e possono darsi le condizioni per i coeffi
cienti di L  (u)j per S  e per i dati sotto i quali la soluzione u  appartiene a 
Ck (A). L a dim ostrazione del teor. 5, come pure le indicate generalizzazioni, 
si trovano nei lavori [7], [io ].



7 8 0 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. XL — maggio 1966

Come casi particolari dei teorem i generali di regolarizzazione dati nei 
lavori ora citati, possono ottenersi condizioni abbastanza semplici per l’appar
tenenza di u (x) a Ck (A). Esse impongono ai coefficienti di L  (u) e ad /  di 
appartenere a Ck (A) (g  si assume =  o), e suppongono che sia in À: c (x) <  o 
e \ c OO I m aggiore di una certa costante (data esplicitam ente in [7] e [io]) 
dipendente da m  , k, dalle derivate prim e delle funzioni bl e dalle derivate 
seconde delle a?L Inoltre le condizioni su 2  consistono nel supporre che S 3, 
S2 e 2 0 U S i siano insiemi chiusi.

Alcuni teorem i riguardanti l’esistenza di soluzioni regolari del problem a 
al contorno (1), (2) sono stati dati anche nel lavoro [ n ]  di J. K ohn e L. Ni- 
renberg.

2. E q u a z io n i  p a r a b o l i c h e  d e g e n e r i  l i n e a r i  e  q u a s i  l i n e a r i .  -  
Consideriamo l’equazione

(9) L  (u) ■ - ut — ( t , x) ux.x . +  bl ( t , x) ux. +  c ( t , x) u —  ut — /  ( t , x)

con la condizione a** ( t ,
Chiam erem o siffatta equazione un 'equazione parabolica degenere.
I teorem i di esistenza ed unicità di soluzioni deboli lim itate per il p ro

blem a di C auchy relativo all’equazione (9) nel dominio H =  (o , T) X R m 
con la condizione iniziale

( 10) u  |<=0 =  u° (x)

sono stati dim ostrati nel lavoro [9].
Sia A  il campo di R OT dianzi introdotto. Considereremo per l’equa

zione (9) l’analogo del problem a al contorno (1), (2) relativam ente al cilindro 
Q == (° » T) X A. Nelle righe che seguono dim ostrerem o l ’esistenza e l ’unicità 
di soluzioni regolari sia per il problem a di Cauchy che per il testé m enzio
nato problem a in Q. Esam inerem o anche il caso che le funzioni ali, b‘, c, 
ed /  dipendano oltre che da t  e x, anche da u.

D étto k un  intero non negativo, indicheremo con la classe delle fun
zioni Y  ( t , x  , u) definite in H  X (—  Mo , Mq) (essendo Mo un  qualsiasi nu 
m ero positivo) ciascuna delle quali possiede tu tte  le derivate parziali deboli 
lim itate della forma:

c d °  ex*1- • • cX!m d t / tn + ì  
1 m

con 2 l0 4" h  +  • • • +  lm +  4+1 <  k.
TEOREMA 6. — /  coefficienti ( t , x) y h1 ( t , x) , c ( t , oc) e la funzione 

f  (t y oc) appartengono in  H  alla classe E^ (con k  2> 2). La uP (oc) appartenga 
alla classe Ck (R m). Allora esiste una soluzione u ( t , x) del problema di Cauchy 
(9), (iò ) appartenente alla classe E^ in  H.

Pèr la dim ostrazione di questo teorem a considereremo il problem a di C au
chy per l’equazione parabolica:

( I2) +  L e (u) —  Uf= f e s >  o
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con la condizione iniziale:

( J3) u \(=,0 =  u°s .

Essendo L s (u) =  ai uXi%j +  K ux. +  cz u  e convenendo di indicare con Y e la 
media di raggio z di una data  funzione Y , m edia o ttenuta con un nucleo 
regolarizzante di classe C(oo) (vedi [12] p. 13).

In  base a ben noti teorem i per le equazioni paraboliche, la soluzione limi
ta ta  del problem a di Cauchy (12), (13) esiste ed è una funzione di classe C(oo).

D alla (12), derivando i due m em bri rispetto ad x t , m oltiplicandoli per 2 ux 
e som m ando su /, si ottiene una relazione dalla quale -  usando il lem m a 1 -  
si deduce la diseguaglianza:

(14) sAP1 +  d ì P\ .x . +  b\ Pi. — PJ +  M 1 P1 >  —  K 1,

m
essendo P 1 =  2  A  ed M 1 e K 1 costanti positive che non dipendono da s. 

Posto P V (M'+1)/, si ha:

sAP1 +  d ì  P i.,. +  b\ P i. -  P i -  P1 > -  K 1.* J *
Pertanto, per il principio di massimo,

P l <  m ax { K A, sup P 11/=0} •

Ne segue che P 1 è lim itata da una costante che non dipende da z.
Supposto di avere esteso questo risultato  alla somma dei quadrati delle 

derivate di u  di ordine s —  i , rispetto a tu tte  le , somma che indicherem o 
con Fs , si può, con analogo procedim énto, ottenere lo stesso risultato  per Vs 
(s <  k). Le derivate ài u del tipo della ( n ) ,  con /0 >  o, (lm+1 =  o), possono 
m aggiorarsi usando la (12) e le equazioni che da questa si ottengono derivando 
i due m em bri. D a ciò la tesi del teorem a.

Consideriam o ora il problem a di C auchy per l’equazione parabolica dege
nere qu'asi lineare che scriveremo al modo seguente:

(15) a (t y x  , u) tix.x . -j~ b' ( t , x  , m) ux. — -j- c-̂  ( t , x  , u ) u == f \  ( t , x ) .

Supporrem o che in H per ogni valore di u si abbia ai* ( t , x  , u) £. >  o ,
Ci(t 9 x  , u) <  c} essendo c una costante positiva.

Se esiste in H la soluzione lim itata del problem a di Cauchy (15), (io), in 
base al principio di massimo avrem o in H:

| u | <  m ax {sup | / i  | , sup | u°(x) | } e<c+1)T =  M 0.

T eo r em a  7. -  Supponiamo che in  H X (— M 0 , M 0) le funzion i ^  , u)} 
bl (t , x  , u) yc\ (t yx  ,u )  , f i  ( t , x) appartengano alla classe Ek (k >  2) e che 
u° (x) appartenga a Ck (Rw). Esiste allora una soluzione u ( t , x) del problema 
di Cauchy (15), (io ) che appartiene alla classe Ek in (o , /0) X , essendo tQ 
un numero positivo dipendente dai dati del problèma.
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Per rendere più semplice la dimostrazione, supporrem o che le funzioni 
aiJ\ b\ c\ , / i  e u° appartengano a E*+3. Se tale ipotesi non fosse verificata, si 
perverrebbe ugualm ente alla dim ostrazione del teorem a m ediante la conside
razione delle funzion i medie a# , £*-, cl e , f i eyu°e già usate nella dim ostrazione 
del teor. 6.

Poniam o in H: u0 =  u°(x)  e, supposto di aver definito la funzione un_x, 
sia un la soluzione del seguente problem a lineare di Cauchy

(16) a» ( t , x ,  «„_!) ~ £ -  +  b{ ( t , x  , u„-1) —  +
* ì  **

+  CI (t, X , u„_x) un —  — - = / 1{ t , x )  ,

(17) Un (o , x) =  u° ( x ) .

Le funzioni un — per il principio di massimo -  verificano la diseguaglianza 
| un | <  M 0 .

In  virtù  del teor. 6 la soluzione un di (16), (17) esiste ed appartiene a 
E*+S(H).

Introduciam o, relativam ente alla un , l’analoga della funzione Pf, conside
ra ta  nella dim ostrazione del teor. 6. Sia essa P*’f . Per siffatta funzione si può 
ottenere una diseguaglianza analoga alla (14)

(18) «,yP £ ;i .+  +  M n’*T?*'t > — K n’s

dove è una costante che dipende dalle derivate spaziali (cioè rispetto
alle variabili x± , • • •,- xm), fino all’ordine .5* incluso, di un_ 1 e dalle derivate 
seconde di un- 1 ; K.n,s è una costante che dipende dalle derivate spaziali di 
un e un_\ fino all’ordine i* —  1 > 1 <  s <L k.

U sando la diseguaglianza (18) non è difficile m ostrare l’esistenza di una 
costante e di un  num ero positivo , entram bi indipendenti da n } tali che, 
se riesce ¥ l's <  (1 <  s <1 k) per l  < n  —  1 e per o <  t  <C t0 , allora riesce:
P”’f <  (1 <  s <  k) per o <  t  <  t0 .

U sando del fatto che le derivate prim e e seconde di un sono uniform e- 
m ente lim itate rispetto ad n ed il principio di massimo applicato all’equazione 
cui soddisfa un —  un_ 4, possiamo facilmente provare l’uniform e convergenza 
di un in Hq =  (o , t0) X R w. E evidente che la funzione limite u ( t , x) appar
tiene ad E^ in Hq e soddisfa l’equazione (15) e la condizione iniziale (io).

Consideriam o l’analogo del problem a (1), (2) per le equazioni (9) e (15) 
nel cilindro Q, problem a che chiameremo primo problema di valori al contorno 
per le equazioni paraboliche degeneri.

Consideriam o dapprim a il caso lineare. Sia S == [o , T] X 2 . D iciamo 
S3 ilj sottoinsieme di S dove a# ( t , x) Uj ny-=f= o e S2 il sottoinsiem e dove
av ( t , x) n{ nj — o e b =  (b* —  a%l) n{ <  o.

T e o r e m a  8. — Supponiamo che S3 ed S2 siano insiemi chiusi. Suppo
niamo che i coefficienti delVequazione (9) e la funzione f  appartengano alla
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classe Ek (Q) e u° (x) e Ck (A); inoltre f  e u° verifichino le condizioni d i com
patibilita su ^2 U ^3 . Sia  infine A  6 , k  ]> 2. Esiste una sola soluzione
u ( t , x )  dell'equazione (9) in Q, appartenente ad Ek (Q) e verificante le condizioni:

u  |/=o =  0*0 , u |s3us2 =  o .

Questo teorem a può esser provato  con lo stesso procedim ento usato per 
provare il teor. 9 del lavoro [7].

Per quanto  concerne il caso dell’equazione quasi lineare (15), sussiste 
il seguente teorem a.

T e o r e m a  9. — Supponiamo che riesca S =  S / u S //, essendo S ' ed S f/ 
due sottoinsiemi chiusi d i S verificanti le seguenti condizioni: I) esiste una 
funzione g  ( t , x) definita in  Q per la quale in ogni punto d i S ' si abbia 
atJ f  , % >g ( t , x)) ni n j>  o; II) per ogni funzione v ( t , x) d i classe C(1) in  Q  
si ha, in tutti i pun ti d i S":

aij ( t , x  , v ( t , x)) n{ nj — o
3 x, - av ( t , x  , v ( t , x)) n{ >  o

Supponiamo che i coefficienti della (15) e ia  funzione f i  appartengano alla classe 
Ek in  G, che u° (x) appartenga a Ck (A), g  appartenga ad  E^+2 (Q); /1  ,g  e u° 
verifichino le condizioni d i compatibilità su S' per t  =  o. Sia infine A e A (̂ +1) ; 
G =  Q x [ — Mi ,M i], M i =  m ax {M 0 , m a x \g  | é?(̂ +1)T} .

In  tali ipotesi è possibile determinare un numero positivo t0 dipendente 
dai dati del problema, tale che, posto Q0 =  (o , t0) X A, esiste una sola solu
zione dell*equazione (15) in  Q0 , appartenente ad Ek (k >  2) e verificante le 
condizioni

u \i==0 =  u° (x) , u \ &= , g .

Il teorem a 9 può essere provato con m etodo analogo a quello del teor. 7 , 
fondandosi sui risu ltati del teor. 8.

Sarebbe interessante trovare condizioni sufficienti abbastanza ampie, 
sotto le quali il problem a di C auchy ed il prim o problem a di valori al contorno 
per l’equazione (15) abbiano soluzione in grande, cioè per un fissato intervallo 
(o , T) di variabilità della t.

Desideriam o osservare che nel caso delle equazioni paraboliche quasi 
lineari (non degeneri) questi problem i sono stati risolti solo recentem ente, 
facendo uso di ben noti risu ltati di E. de Giorgi [13] e J. N ash [14] relativi 
alle m aggiorazioni « a priori » per le equazioni ellittiche e paraboliche. Si veda 
a ta l proposito il lavoro [15].
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