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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 maggio 1966 

Presiede il  Presidente B eniamino  S egre

N O T E  D I  S O C I

Analisi numerica. — S u l calcolo degli autovalori della piastra qua
drata incastrata lungo il  bordo Nota di L u c ia n o  D e  V i t o ,  G a e 
t a n o  F ic h e r a ,  A l f o n s o  F u s c ia r d i  c M i r e l l a  S c h a e r f ,  presentata(**) 
dal Corrisp. G. F ic h e r a .

S u m m a r y . — An explicit construction for the Green’s operator of the biharmonic 
problem is given. This result is used for estimating 51 eigenvalues of a clamped square 
plate by the method of orthogonal invariants.

Questo lavoro ha essenzialm ente lo scopo di far conoscere i risultati dei 
calcoli num erici com piuti presso il Centro di calcolo della Facoltà di Scienze 
deirU niversità  di Rom a, riguardanti un  classico problem a dell’Analisi quan ti
tativa: la valutazione per difetto e per eccesso degli auto valori di una piastra 
quadrata  incastra ta lungo il suo bordo.

Il m etodo seguito rientra, come caso particolare, in un  procedim ento gene
rale sviluppato recentem ente da uno degli autori del presente lavoro.

Il paragrafo  i è dovuto a G. Fichera; il paragrafo 2 ad L. De Vito, il 
quale ha anche svolto, assistito da A. Fusciardi, tu tti gli sviluppi analitici

(*) Lavoro Eseguito nelFambito del Gruppo di Ricerca n. 21 del Comitato per la Mate
matica del C.N.R. e finanziato in parte dagli « Aerospace Research Laboratories» tramite 
1’European Office of Aerospace Research (OAR), United States Air Force (Grant N°: AF 
EOAR 64-50).

(**) Nella seduta del 14 maggio 1966.
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relativi all’applicazione del metodo nel caso particolare considerato nel p re
sente lavoro. A d M. Schaerf si deve lo studio e la risoluzione num erica dei 
problem i algebrici connessi con l’applicazione del m etodo di R ayleigh-R itz, 
nonché la program m azione e l ’esecuzione sull’elaboratore elettronico di tu tti i 
restan ti calcoli num erici.

1. Se B è un  campo (insieme aperto e connesso) dello spazio cartesiano 
reale X r del punto  x  =  (xi , • • •, x r), indicherem o con H m (B) lo spazio di H il
bert delle funzioni reali dotate di tu tte  le derivate parziali forti in B fino al
l’ordine m  incluso, m unito del consueto prodotto scalare

(u , v)m — 2  I D * u D * v d x  (dx =  dx± • • -dxr).
0< |P|<m J

B

Sia A  un  campo di X** propriam ente regolare <D. Considereremo in A 
il problem a al contorno:

(1) A2A2 M —f  in A,

(2) u — - = 0  su 3A

A2 =  2  -—-  , =  derivata  secondo la norm ale interna a SA
dx)

L a fu n z io n e /è  assegnata in Hq (A). Diciamo (A) la classe delle funzioni 
u che appartengono a H2 (A) O H4 (B) al variare com unque del campo B in 
modo tale che B C A. Ricercherem o in (A) la soluzione del problem a (1), 
(2). Evidentem ente le (2) im plicano l’annullarsi delle tracce (nel senso delle 
funzioni di H2 (A) 1 (2)) di u  e delle sue derivate prim e e quindi -  per notio
risultati -  l’appartenenza di u  ad H2 (A), cioè al sottospazio di H2 (A) o tte
nuto ! come com pletam ento -  rispetto alla norm a II u ||2 — (u , u)1̂  -  della
•! . ' O .

ì classe C°° (A) delle funzioni di classe C°° aventi supporto contenuto in A. 
L ’unicità della soluzione u  di (1), (2) in (A) è evidente, dato che, per

O
ogni v 6 C°° (A) si ha:

J A2U A2V dx =  J f v  dx
A A

e quindi, se è /  =  o : ^ ( A ^ u f d x  — o. D ’altra parte  è ovvia l’unicità in
A

H2 (A) della soluzione del problem a di D irichlet per l’equazione di Laplace.

(1) Per la precisa definizione di campo propriamente regolare cfr. [3] p. 207. Un campo 
siffatto è -  in brevi termini -  un campo limitato da porzioni di ipersuperficie regolari, tale 
che 3A =  SA, e verificante una ipotesi del cono (cfr. [7] p. 26).

(2) Cfr. [4] p. 64 e [7] pp. 24-25.
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Poniam o, per ogni & e H 0 (A):

Tv  =  j s (x , y) v (y) dy ,
A

essendo:

=  — - l o g l * —  y \  per r =  2,
■rO .X ) j

I = ----— |# —y  \2~r per r >  2

(cor è eguale alla m isura ipersuperfìciale della sfera un itaria  di X r, moltipli-
cata per r  —-2).

E ben noto che riesce: T  v e H2 (B), essendo B un qualsiasi campo lim itato 
di X " .

Sia Q (A) l’insieme delle funzioni arm oniche in A, appartenenti ad H 0 (A). 
Tale insieme costituisce un  sottospazio (varietà lineare chiusa) di Ho (A). Sia 
P l’operatore che proietta ortogonalm ente Ho (A) su Q (A). Posto:

(3) G =  T 2 —  T  PT,

la funzione u — Gf  è la soluzione in ^  (A) del problem a (1), (2).
È  ovvia intanto l’appartenenza di G/  ad % (A) e, d ’altra parte, essendo 

A2 Tv =  Vj riesce: A2 A2 G f  — f  . Sia 9 (x) una qualsiasi funzione di C°° a 
supporto lim itato. Poniamo:

(x ) =  ] s ( x , y ) ?  (y) dy , v(x)  =  Tf —  PT / .
Xr—A

Deve essere (y , co)0 — o, e quindi, per l ’arb itrarietà  di 9,

(4) /  s ( x  , y ) v  (y) dy =  o,
A

per ogni x  e X r —  À. Segue da ciò che la funzione rappresenta ta  dall’integrale 
al prim o m em bro della (4) e le sue derivate parziali prim e hanno traccia 
nulla su 3A. Ciò significa che G f  verifica le (2).

L a (3) fornisce una costruzione concreta àe\Yoperatore d i Green G per 
il problema biàrmonico (1), (2).

E opportuno notare che, nella (3), sostituendo l’operatore T  con l ’opera
tore di Green F per il problem a di D irichlet per il A2 , si ottiene sem pre una 
rappresentazione dell’operatore G. In fa tti si ha: T =  T  +  r 0 essendo r 0 un  
operatore che trasform a ogni # e H 0 (A) in una funzione arm onica di H 2 (A). 
Riesce, pertanto , detto  I l’operatore identità e O quello identicam ente nullo: 
(I ~~- P) To — 0 . Si ha, quindi, anche: F o P  =  Fo. Segue im m ediatam ente da 
tali osservazioni:

(3 ') G =  T2 —  TP F.
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Consideriam o in (A) il problem a di autovalori:

A2 A2 m —  \u  — o in A,

du . .u =  = 0  su 3A.

Con classico ragionam ento si prova che tu tti gli auto valori di (5) sono 
positivi e, posto [x =  X"1, il problem a (5) è equivalente al problem a di auto
valori in H 0 (A):

(6) G u —  =  o.

L a rappresentazione (3) o (3') di G perm ette di applicare al problem a (6) 
il m etodo degli invarian ti ortogonali per il calcolo degli auto valori descritto 
in [7] (cfr. anche [5] e [6]).

Per sem plicità, e dato che questo è il caso del quale ci occuperemo in se
guito, supporrem o r =  .2 ed il campo A semplicemente connesso. Riesce: 
G e %11 ove la classe è definita a p. 146 di [7]. Sia infatti { Vk } (k =  I , 2 , • • • ) 
un sistema ortonorm ale e completo in H 0 (A). Si ha, posto: ( • , • )  =  ( . ,  .)„
e ll-ll2 = ( • , • ) :

2 *  (G*i > vt) =  S ,  ( 1 Tv, |p —  1 PTv, f  ) <

x  — y  112 dx d y .

Ciò prova l’asserto.
Nel presente lavoro ci serviremo del teor. 19. I l i  di p. 160 di [7] per 

il calcolo per eccesso degli auto valori ^  del problem a (6), cioè per il calcolo 
per difetto degli auto valori X̂  di (5). Precisam ente applicherem o il suddetto 
teorem a scegliendo s =  1 ed n =  2. A tal fine diciamo {o>;J  il sistema di 
polinqmi armonici ottenuto ordinando in successione tu tte  le seguenti funzioni

& (xi +  ix%)k , U (xi +  ÌX2)k} (k =  O , I

Sia 0 Q (A) il sottospazio p-dim ensionale di Q (A) determ inato da 
coi, C02 , • • - , 6V  Sia P Q il proiettore ortogonale di H 0 (A) su Qe (A). Poniamo:

(3C) GQ =  T2 — TP^T

oppure

(3é) Ge =  r2 — r p e r

e
OO

(7) 3?(Ge) =  X ,l |G e ^ p .

Sia {w ,}  un sistem a di funzioni linearm ente indipendenti, appartenenti 
a (A), verificanti le condizioni al contorno (2) e tali che il sistema
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{ A2 A2 w k} sia completo in H 0 (A). Diciamo XÌ”) <  X^ ^  • • • <  X(„n) le radici 
(ciascuna ripetu ta  un  num erò di volte pari alla rispettiva m olteplicità) della 
equazione secolare

det { (A2 wh , A2 wk) —  X {wh , w k) } =  o (k , k =  i , • • n).

Il num ero è l ’approssim azione (per eccesso) di R ayleigh-R itz dell’au
to valore 'kk ( k < l n )  di (5).

I valori per difetto V ’e) di X4 sono dati dalla formula:

(8) -  U ( G Q) - ± {k)^ r *
( h= 1

con ^  [X*0 ] -2  si intende che nella somma non com pare il term ine [Xi'0] -2 .
h = 1
Al calcolo di GQ provvede la form ula (19.8) di p. 158 di [7], se Ge è 

definito dalla (3e). Se invece GQ si definisce m ediante la (3^), e si assume come 
sistema { vh } il sistem a delle autofunzioni del problem a di autovalori della 
m em brana a bordo fisso:

A2 v +  cr v =  o in A,

V =  O su dA,

allora può pervenirsi alla m aggiorazione del resto della serie a secondo m em bro
di (7).

E evidente che la conoscenza di una decomposizione di H 0 (A) in somma 
d iretta di sottospazi invarian ti per Toperatore G, facilita il calcolo delle approssi
m azioni di X-£. Se H è un siffatto sottospazio e Q è  il proiettore ortogonale su 
di esso, allora alboperatore G va sostituito l’operatore QGQ ed il metodo 
va applicato relativam ente a quest’ultim o operatore.

Si ha che:

(9) lim T<«.e> =  X4>
n~> 00 
q~> 00

secondo quanto  trovasi dim ostrato in [7] (cfr. teor. 19. I l i )  (3).

2. Supponiam o che A sia il campo definito dalle limitazioni — — <  xì<  —
^  2 2 ’

(i =  I , 2). Con tzì indichiam o l’asse x* (i =  1 , 2), con 7r3 la bisettrice del 
prim o e del terzo quadrante, con 714 quella del secondo e del quarto. Con 
Ho"1 “2) (A), (ai =  o , 1 ; z =  1 , 2) indicherem o il sottospazio di H 0 (A) co
stituito dalle funzioni che sono sim m etriche rispetto all’asse se oì; =  o e

(3) La diinostrazione della (9) richiede la completezza del sistema {co^} nello spazio 
D(A). Nelle ipotesi da noi assunte per A, tale completezza si prova osservando che, se 
veQ, ( A)  e (v , <ùh) =  o , (h =  1 ,• • • ), riesce, per ogni j e X 2 — À, verificata la (4), come 
facilmente si prova. Ne viene che la funzione uo =  Tv è una soluzione in (A) del pro
blema (1), (2) con / =  o. Dall’essere uo .= o segue v — o.
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antisim m etriche rispetto a questo asse se oc,- =  1, (i =  1,2).  Con jioaiCti,a8a4> (A), 
(a,- =  0 , 1 ;  i =  1 , 2 , 3 , 4 )  denoterem o il sottospazio di Ho*1 ai) (A) costi
tuito  dalle funzioni di questo che sono sim metriche rispetto alla re tta  79 se 
a,- =  o , ( j  =  3 ,  4) e antisim m etriche rispetto a questa stessa re tta  se oq- =  1, 
(7  =  3 > 4)- Considerato l’operatore G, introdotto nel paragrafo precedente, 
si riconosce subito che sussiste la seguente decomposizione di H 0 (A) in 
somma d iretta di sottospazi invarian ti per l ’operatore G:

(10) Ho (A) =  H r 0)(A) © U f m )  (A) © H^1100) (A) ©

© H^U11) (A) © H r  (A) © (A).

Indichiam o con H uno qualsiasi dei sottospazi che intervengono nella (io). 
Sia Q il proiettore ortogonale di H 0 (A) su H. Se P è il proiettore introdotto nel 
paragrafo 1, si ha che v e H im plica Vv € H , e pertanto:

( 11) QPQ =  PQ.

Ne segue (QPQ)2 =  QPQ. Sia u E H n  fi (A); sarà allora u — P u — Qu  e 
quindi u — P u — IPQu — Q PQu. È così provato che QPQ è il proiettore 
ortogonale di H 0 (A) su H n  O (A). Porremo QPQ =  P^H).

Consideriam o la restrizione QGQ dell’operatore G al sottospazio invariante 
H . D alla (3'), tenendo presente la (11) nonché la circostanza che H è sotto
spazio invarian te per T, deduciamo:

QGQ =  Q r2 Q — Q PPrQ  =  (QrQ)2 -  Q rPQ rQ  =  (QrQ)2 — Q rP (H) PQ.

Il calcolo degli auto valori del problem a (5) è ricondotto al calcolo degli 
autovalori dell’operatore

G(H) =  (QrQ)2 — Q rP (H) TQ

p^r tu tti gli H al secondo m em bro di (io).
N on ci resta che applicare il m etodo descritto nel paragrafo 1, cori la sola 

variante che, come operatore approssim ante G(H) , assumeremo:

G r = = ( Q r Q ) 2- Q r P ' H)FQ ;

il proiettore PgH) si definisce alla m aniera seguente: suddivisi i polinomi della 
successione {co^} in sei successioni corrispondenti ai sei sottospazi che in ter
vengono nella (io), sia {coiH)} quella relativa al sottospazio H ; P j^  è allora(H)

il proiettore
wi t , , (H) >̂ 2 >

ortogonale
(H)

di H q (A) sulla varietà lineare determ inata da
6)

Sia { w ^ }  un  sistem a di funzioni linearm ente indipendenti contenute in 
H f i^ ; ( A )  e verificanti le condizioni al contorno (2), tali che il sistema 
{ A 2 A 2 s i a  completo in H . Diciamo X^- <  X^ <C • • • <  X»w) le radici del
l ’equazione secolare

(h , k =  1 ; 2 ,• • •, n).(12) det { (Aa z4 H\  w iH)) —  X (ze/*H), w\*H)) } =  o
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Si ha, per l’auto valore fiiH) di G(H) :

Tk < < x (*)k

ove

(13) Z é ’e) =  ! 3f (G f}) — 2  W [XÌM)] - 2
( A = 1

Come sistem a {wiH)} è stato scelto un  sistema di polinomi verificanti 
oltre che le condizioni al contorno (2), anche le proprietà di sim m etria che 
definiscono H.

Il calcolo delle radici dell’equazione secolare (12) è stato condotto con 
diversi dei metodi esistenti nella le ttera tu ra sull’argomento (cfr. [8], [io]). 
N aturalm ente, nell’esecuzione num erica dei calcoli, l’arrotondam ento è stato 
eseguito tenendo presente che le soluzioni dell’equazione (12) devono fornire 
valori per eccesso degli autovalori del problem a (5). Invece, nell’applicare 
la form ula (13) si è tenu ta  presente l’esigenza contraria.

I calcoli sono stati eseguiti sul calcolatore IBM  7040 in dotazione al Centro 
di calcolo della Facoltà di Scienze dell’U niversità di Roma.

R iportiam o, qui di sèguito, le tabelle dei valori per eccesso e per difetto 
degli auto valori relativi ai varii sottospazi che intervengono nella (io). Ogni 
tabella è contraddistin ta dagli indici che determ inano ciascuno degli spazi a 
secondo m em bro di (io). Si tenga presente che, come è ovvio, gli auto valori 
relativi al sottospazio H q0i) (A ) coincidono con quelli del sottospazio H q10) (A ). 
P ertanto  essi debbono considerarsi come auto valori doppi per il problem a (5).

R isulta dalle tabelle seguenti che, complessivamente, sono stati appros
sim ati 51 autovalori del problem a (5). W einstein [9] aveva, per primo, cal
colato quattro  auto valori. Successivamente, A ronszajn [1] ne aveva calcolati 13; 
di recente Bazley, Fox e S tad ter [2] ne hanno calcolati 15 (4).

(4) Ad esempio, per quanto concerne l’autovalore Xx nello spazio Hq0000̂  (A), Weinstein 
ha fornito le seguenti limitazioni

13.294 <  Xi <  13.37 ;

Aronszajn ha ottenuto:
13.282 <  Xi <  13.3842, 

e Bazley, Fox, Stadter (per la piastra di lato 2):

80.920 <  Xi <  80.934, 

donde (riportando al lato tc e arrotondando):

13.2916 <  Xi <  13.29387.

Il risultato, ora riportato, del Weinstein, che è l’iniziatore di uno dei metodi più effi
caci per il calcolo per difetto degli autovalori: il metodo dei problemi intermedi, è veramente 
ammirevole, quando si pensi che esso è stato ottenuto più di 30 anni fa, allorché non esiste
vano le attuali possibilità di calcolo automatico. Occorre però notare che l’arrotondamento 
dell’ultima cifra nel valore per difetto di Xi ha fatto sì che esso risulti maggiore sia del valore per 
eccesso ottenuto da Bazley, Fox e Stadter sia di quello ottenuto da noi (cfr. Tabella o o o o).
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OOOO

D i f e t t i E c c e s s i

X i 13.29376 13,29378
X2 179.4079 179.4302
x3 4 9 6 . 5 5 3 0 497.0230
X4 977.6470 981.2483
X5 1 5 7 7 - 5 9 8 1592.867
x6 3120.495 3 2 4 3 - 9 1 3

X? 3 1 5 5 - 4 1 9 3283.200
x8 4 0 3 7 •5 9 9 4316.295
X9 5853-083 6816.121
X10 6701.478 8275.717

O O I I

D i f e t t i E c c e s s i

X i 177-7193 1 7 7 - 7 4 0 1

X2 976.1367 9 7 9 - 5 8 6 4

x3 1 5 6 9 . 2 2 5 1 5 8 3 . 6 7 9

x4 - 3 1 5 8 . 4 7 8 3 2 8 1 . 5 6 1

X5 4 0 3 8 . 1 8 6 4305.507
X6 5 8 6 5 . 4 4 8 6 7 9 0 . 2 6 8

X7 6 7 7 4 . 4 1 2 8 3 3 0 . 0 1 0

x8 7555-124 9 9 3 0 . 3 2 5

I I O O

D i f e t t i E c c e s s i

X i 120.2143 120.2232
X2 605.7927 606.9197
x 3 1401.531 1415.658
X4 2111.855 2161.138
X5 3305.990 3 5 0 5 - 3 1 5

Xa 5037.204 5841.893
X7 5 4 1 2 . 1 3 1 6450.891
x 8 6200.628 7 9 3 0 . 5 9 3

I I I I

D i f e t t i E c c e s s i

X i 601.1796 601.9822
X2 2119.556 2155.550
x3 3343-820 3 4 9 0 . 7 7 1

x4 5216.166 5 8 3 3 - 9 1 4

X5 6537.795 7899.692

O I - I O

D i f e t t i E c c e s s i

X i 5 5 . 2 9 6 9 1 5 5 - 2 9 9 3 4

X2 2 7 9 . 1 8 2 1 2 7 9 . 4 9 3 1

x3 4 5 3 - 6 4 5 2 4 5 4 . 9 8 2 9

x4 8 9 1 . 2 3 7 0 9 0 1 . 5 1 0 5

X5 1 1 6 7 . 4 2 5 1 1 9 0 . 8 0 6

X6 1 7 8 7 - 3 9 3 - ; 1 8 7 4 . 8 8 1

X7 2 0 9 6 . 1 8 0 2 2 4 1 . 3 7 4

x8 2 4 3 9 . 0 9 7 2 6 7 6 . 8 2 4

X9 3 1 0 7 . 6 1 9 3 6 5 1 - 0 3 3

X10 3 6 8 8 . 3 3 2 4 7 I 5 - I 5 5
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