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M a g n eto id ro d in a m ica . —  Sulle form ule integrali di Green in 
Magnetoidrodinamica. N o ta (*} del Corrisp. Cataldo A gostinelli.

Summary. —■ The A. generalises the integral formulas of Green in the case of the spatial 
motion of a viscous incompressible fluid which is a electrical conductor, and establishes the 
integral equations which define the cartesian components of the velocity, the total pressure 
(hydrodynam ic and magnetic), and the components of the magnetic field, at a point within 
a given dominion, which is bounded by  a closed surface, variable with time, and at a 
given instant.

i. Le form ule integrali di Green, che sono così feconde nei diversi ram i 
della Fisica m atem atica, sono già state, come si sa, im piegate da tem po nel- 
T Idrodinam ica pura, e, in particolare, nello studio del m ovim ento dei fluidi 
viscosi incom pressibili. In  effetti H . A. Lorentz aveva ottenuto dei risultati 
in teressanti nel caso dei m oti perm anenti, e poi G. W. Oseen aveva dedicato 
u n ’am pia m em oria nello sviluppo di una teoria generale del movimento 
dei fluidi viscosi, m ediante l’applicazione delle formule generalizzate di 
Green

In questa N ota vengono riassunti alcuni risultati da me ottenuti genera­
lizzando le form ule integrali di Green al caso del m ovim ento di un fluido 
viscoso incom pressibile elettricam ente conduttore in cui si genera un campo 
magnetico, stabilendo delle equazioni integrali che definiscono, in un punto 
interno a un  dominio spaziale, lim itato da una superficie variabile col tem po 
e in un  dato istante, le com ponenti cartesiane della velocità di una particella 
fluida, la pressione totale (idrodinam ica e m agnetica) e le componenti del 
campo m agnetico, per mezzo dei valori delle stesse quan tità  all’istante iniziale 
in tutto, il dominio, e per mezzo dei valori delle medesime e delle loro deri­
vate prim e sulla superficie limite.

N ell’ipotesi poi che il dom inio occupato dal fluido si estenda a tu tto  lo 
spazio, sotto determ inate condizioni per le com ponenti della velocità e del 
campo m agnetico, e delle loro derivate, si deducono delle formule che con­
sentono di risolvere il problem a della determ inazione della velocità e del campo 
m agnetico in un fluido indefinito, viscoso ed elettricam ente conduttore, essendo 
assegnata all’istante iniziale la distribuzione dei vortici e della corrente di 
conduzione in una regione lim itata dello spazio.

(*) Presentata nella seduta del 16 aprile 1966.
(1) G. W. OSEEN, S u r  les form ules de Green généralisées qui se prèsentent dans 

V H ydrodinamìque et sur quelques-unes de leurs applications. « A cta M athem atica », 34, 
pp. 205-284.
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2. T rattandosi di un  fluido viscoso incompressibile, elettricam ente con­
duttore, le equazioni da considerare sono:

( 0

(2)

(3)

(4)

17 +  %  v  = 7 ro t H  A H - g r a d |  +  F  +  vA2 « 

div v  =  o

§ + r „ t ( H A , )  =  , A , H  , (, =  . £ )

div H  =  o,

dove © è il vettore velocità delle particelle fluide, H  il vettore del campo m a­
gnetico, p  la pressione Ld F  la forza di na tu ra  non elettrom agnetica, riferita 
all’un ità  di massa, che si suppongono funzioni del punto P (x , y  , z) e del 
tem po t, m entre la densità p, il coefficiente di viscosità v, la perm eabilità m a­
gnetica [X e la conducibilità elettrica g si ritengono costanti. L a costante 
7] =  i/([x <y), è notoriam ente il coefficiente di diffusività m agnetica.

Poiché

rot H  A H  =  ^  H  — g ra d (4  H*) ,

ponendo

(5) q =  ~ { p  +  ^  |*Ha) ,

l ’equazione (1) del m oto si può scrivere

(6) vA2 8 - J - grad? 4 , - ^ H - F .

Così pure la (3) si può scrivere

(7) t]A2 H  —  =  rot (H  A o).

Alle equazioni (6) e (2), nonché alle (7) e (4) associeremo rispettivam ente le 
equazioni aggiunte

(8') div v '=  o 

(9') div H ' =  o,

(2) Si osservi che se si assumessero come equazioni aggiunte della (7) e (4) le

3H*7]A2 H* -T — = 0  , div H* =  o,àt
ponendo

H * =  H '—  g rad  j  Q 'd t

(8) v A2 v ’ -f- —  ■—• grad  q’ =  o ,

(9) t)A2 H ' +  ~  —  grad  Q '=  o ,

con la condizione

(10) A2 Q ' = o

avremmo le equazioni (9) e (9').

con A2 Q/== o,
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3. Incom inciam o a stabilire le equazioni integrali per le com ponenti 
(u , v  ,w )  del vettore velocità v  e per la funzione q.

Indicando con i  , j  , k  i versori di una terna  di assi cartesiani ortogonali 
x , y  , z ,  con l ’origine in un punto  O, le equazioni (8) e (8') am m ettono la 
soluzione

e altre due analoghe (v'% , q->) , (« 3  , <73), che si ottengono scambiando fra di loro 
le coordinate x , y  ,2, e i versori i  , j  , k,  con la condizione che la funzione 9 
soddisfi all’equazione

U n a soluzione dell’equazione (12) che dipenda soltanto dalla d istanza
r  =  i ( x — Xo)2 ( y — y o f - { - ( z — ^o)2 di un punto P (x , y  , 2) da un punto 
Po (xo , y 0 , •s'o), e dal tem po t, è d a ta  da

dove la costante r'  sarà considerata come il raggio di una sferetta con centro 
m P0. L a funzione 9 (r , t )  sarà definita per o <  t  <  t0 , e sarà nulla per t > t o .

Consideriam o ora un  dom inio D (t) lim itato da una superficie £  (t), in 
generale variabile col tem po. Sia Po ( x o ,y o , z o )  un punto interno a questo 
dominio e sia £ 0 una sfera con centro in Po e raggio r  sufficientemente piccolo 
in modo che questa sfera, nell’intervallo di tem po o <  t  <  to , sia tu tta  conte­
nuta nel dominio D (t). Indichiam o con D ' (t) il dominio lim itato dalle su- 
perfici £  (t) e £0 •

Ciò premesso m oltiplichiam o am bo i m em bri dell’equazione (6) scalar­
m ente per v', am bo i m em bri della (8) scalarm ente per v, e sottraiam o quindi 
m em bro a m em bro; si ottiene così la combinazione

(Iz0 -jj- (v X v f) v (A2 v  X v r—  A2 v r X i>) +  (grad q X v r — grad qr X v) =

(1 0  *1 =  rot rot OpO =  Srad^  —  A2 <P* > <ix =  -^-(v A2 9 +  ,

(12)

r

Osserviam o che si può scrivere

~ « X » ' =  div ( v X v ' - v ) —

~ H  X v ' — d iv (H  X » '-H ) — ~  H x H ,

e che risulta

g rad  q X v '—  grad  q' X v  =  div (q v ' —  q' v).
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Integriam o quindi ambo i m em bri della (14) rispetto al dominio D '(/), appli­
cando le note formule di trasform azione degli integrali di volume in integrali 
di superficie, e ricordiam o che se F (P , t)  è una funzione derivabile definita 
in una regione dello spazio contenente il dominio D ( t) ,  lim itato da una super­
ficie S (/), variabile col tem po /, sussiste la relazione

/ § * - t / F *  +  / f v - ‘' s
D (0  D (f) S(/)

dove V n è la componente, secondo la norm ale interna, della velocità con cui 
si spostano i punti di S( f ) .  Si deduce allora

D'(0 2(/) + 2„ 2(0 + 2.

—  J (qv'— q'v)XncTZ> =  j | » X  v'  ■ v  — — H x  w '- H )  Xn-̂ 2 ■+

S (̂ ) + 20 2 (/) + 20

+ f ( $  ”x' - 7  % H X " ) +  f i ■■* .
D '(t) D /(0

essendo n la norm ale a 2 , oppure a 20 , in terna a D '(/), ed n  il versore di 
questa norm ale.

Integriam o ora am bo i m em bri dell’equazione (15) rispetto al tem po 
d a o a / o ;  poiché è v =  o, per t  =  to , e quindi

si ottiene

o  X «')/- di:

D '( * o )

(il6) —  I ( v X v f)t==0d t +  I j X o ' - -  X vj +  V n v X v ' — (qvr— qrv ) X n ■—
D '(0) 2 ( 0

. — - J - HXo ' - H)  X »  j </2 +

+  (  V { ì  X v ' ~ % ~  X v ) + V * » X V — (?»'— ?'») X « —
2 ,

- [ v X v ' - v  —  H X v ' - H )  X n  J =

- / ( f s ' X ' - T  £ h x h ) * - + J f x . V t .
D '( 0  D '( /)

Sostituendo in questa equazione in luogo del vettore v r e dello scalare q ' i 
valori vi , ^i definiti dalle (11), essendo la funzione 9 (r , t) espressa dalla (13), 
e passando quindi al limite quando il raggio r  della sfera So tende a zero,
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si deduce, per la com ponente u (xo , yo , zo , to) della velocità v , l’equazione 
integrale

(17) 47^71;v« (x0 ,yo , zo ,to) =  J (vXv'1)t=0di: —  ̂ TZ'j J v X n * rG <TL
D (0) 2  ( «

—  l dt j \ v ( ^ X v 'i— l f X v )+(y«v —  ? n')Xv'1~
Ò 2 ( 0

— — HXra-Hjxi / t j^2+ ( —  wXv— — H xh J ^ / t  +  j* F x  ©i dx.
Ò D (0  D(/)

A ltre due equazioni analoghe si ottengono per le componenti v (xQ , y 0 , zQ , /Q), 
w (^Q , y 0 , zo , /0) della velocità ©, sostituendo al vettore ©i i vettori v2 , ©3 , 
cioè scam biando # con y  e con «s'. Nelle formule che così si ottengono i vettori 
vi > v>2 i v ’z si devono intendere calcolati per r ’ =  o, ponendo cioè

r
: f _____1!_

( 18) 9  =  —  • e 4vGo--o
Y rVto —  t  J

0

Queste formule esprimono, sotto form a di equazioni integrali, le com ponenti 
u ,v  ,w della velocità in un punto Po (xp , yo , #0) interno al dominio consi­
derato, e in un istante to >  o, per mezzo dei loro valori all’istante t =  o, e

per mezzo dei valori di v, ~  , q e del campo m agnetico H sulla frontiera 2 (Q.

U na form ula corrispondente alla (17) si ottiene per la funzione q (xq , yo , 
zo , /o), che a meno del fattore i/p rappresenta la somma della pressione idro- 
dinam ica e della pressione m agnetica, ponendo nella (16)

(19) W' =  ^ ^ i y ì g r a d -i

con

r d E (X, t)
2 r  dt to — t ’

E (r' , 0
e 4 v (*„-/) 

— t

Passando al limite per r ' - ^ o ,  si deduce

(20) 47t^  O 0 , y 0 ,Z 0 , t0) =

I
qn V K ® — +  ( n X n . D - - H x «  • Hjl X grad — V S  +

S(/)

2(0 2(0

<7 g r a d ~  d  grad — Y C ì
+  ! « X o  ~ T  - U - H X T T + J  F X g r a d L ^ U

D(/) P(0
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4- R im ane ora da stabilire delle formule analoghe alla (17) per le compo­
nenti H* , , H* del campo m agnetico. Per questo delle equazioni aggiunte
(9) e (90 consideriam o la soluzione

(21) Hi =  ro t (grad ^ A*) =  g ra d —  •— A2 <p* , Qi =  ^  (?) A2 ,

con le altre due (H 2 , Q2) , (H i , Q3) che si ottengono scam biando x  con y  
e con z, dove la funzione ^ si ottiene dalla 9 ponendo il coefficiente di diffu­
sività m agnetica 7] al posto del coefficiente di viscosità cinem atica v, cioè

r
1 r ?

(22) <]/ (r , t )  = ... e 4 <'*-0 d \ .
r i t o  — t  J

r ’

Scrivendo u n ’equazione analoga alla (14):
3

-97 (H X H ') —  7] (A2 H x H , - A 2 H , x H ) -  grad Q 'x H  =  rot (v A H) X H ' =  

— ■— div [(H A A H '] ■— H A uX  rot Hb,

integrando prim a rispetto al dominio D / (f) lim itato dalla superficie 2 [/] e 
dalla superficie sferica 20 di centro P0 (x0 , y 0 , s0) e raggio r r, e poi rispetto 
al tem po da zero a t0 , si ottiene

(23) - [ ( H x H ')m ^  +
D '(0)

*0

+  J —  X H ) + V „ H x H ' +  Q 'H x « - ( H A l))A H 'X n j</S  +
0 S (0

io

+ 71 (5 1 x H ' - - S - x  H) + V «H X H '+ Q 'H X M- ( H A « )AH'X  w|
0 20

0̂
+  J f rot H' x H / w  -dr =  o .

0 D'OO

In  questa equazione occorrerà sostituire al vettore H ', e alla funzione scalare 
Q ', successivam ente i vettori Hi , H2 , H3, e le funzioni scalari Qi , Q2 , Q3, e 
passare quindi al limite per r'~> o. Così facendo abbiam o l’equazione

(24) 4 TC |/7T*q H x (x0, y Qy z0 , t0) =  J  (H  X H i)/=0 ^  1— F™) j  H X n  - ^ °  di i  —
D(0) S ( /0)

i a

— j ^ f \ -4 x : H Ì - — X H) +  V«H :xH i -  (H.Av).AHI:XM j</S -
Q 2 (0

*0— J*<#
() D (/)

con due formule analoghe per le com ponenti H y(x0 , y 0 ,Zo,to)> H 2(^0 ,jx0,^0,/0).

J  rot HÌX H A v - d T ,
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In  queste formule i vettori Hi , H2 , H3 vanno considerati per r'  =  o, 
cioè per

T f  _ ^
(2 5 ) + = — — = \ e  -*) d i .

rito — t J 
0

L ’equazione integrale (14), e le due analoghe, esprimono le com ponenti del 
campo m agnetico H in un  punto P0 (xQ-, y 0 , xQ , /0) e in un istante t0 >  o, 
per mezzo dei valori a ll’istante iniziale t  =  o e per mezzo dei valori di H, 
di dM/dn  e di v  sulla superficie E (/).

5. Nel secondo m em bro della (17), e nelle analoghe, si può far com parire 
il vortice all’istante iniziale, osservando che si ha

v X v i  =  v  X rot (grad 9 A») =  div [(grad 9 Ai) / \ v ]  +  rot u X g rad  9 A*

e quindi

(26) J  (v X ®i)/=0 drz =  J  (rot ©Agrad 9 X />=0 d*z ■
D (0) D (0)

I ( v X grad 9 • cos nx  —  u cTZ.
J  V d n j t =0
2 ( 0 )

Così pure nell’equazione (24), e nelle analoghe, si può fare com parire la 
densità di corrente I =  rot H, all’istante iniziale, avendosi

(27) (H X H Ì)M A (IA grad ^ x *)m ^  —
D(0) D (0)

—  J  X grad ^ • cos n x — H^-— q ^E . 
2 ( 0 )

N ell’ipotesi ora che il dominio D occupato dal fluido si estenda a tu tto  
lo spazio, che le forze di m assa F  siano nulle, che le com ponenti della velocità 
del campo m agnetico, le loro derivate e la funzione q verifichino delle disugua­
glianze della form a

u  I , | v , \w  <  -( i + o c R )6 f > I y  I > I I ̂  " _ B _
(1 -f- aR){■ » \ 9 I < c

( 1+ o c R )6
'du 3H X _ _ _  N
dx ( i + a R ) 1 + s  ’ dx ( i + c c R )1+5

dove A , B ,*!••, N sono delle quan tità  positive, oc un num ero positivo avente 
le dimensioni dell inverso di u na lunghezza, § un num ero compreso fra zero 
e uno, ed R =  ]/x% z* la distanza di un punto P (x  , y  , z) dall’origine,
si verifica facilmente che gli integrali di volume risultano convergenti e gli
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integrali di superficie estesi a una sfera con centro nell’origine e di raggio ft, 
tendono a zero per R ->  00. Le equazioni (17), (20), (24) e analoghe, tenendo 
conto delle (26) e (27), porgono al limite

(28) (xo , yo , zo , to) =  I I I (rot»Agrad<p X*)<=o

(2 9)

(30)

f  f  f  ( d  grad — d  grad — )
4 izq (xo , y o , z o ,  A )  =  J J J  j - - - — n X « - ^ - - - dz

47L |/7T7) H* (xo , y o , z o ,  to) =  JJj (IA  grad  <\i X*)/=o d z  —

0

dt  [ [  f r o t  H ' X H A

Se inizialm ente, per t =  o, il moto vorticoso è lim itato a una regione Do 
nell’intorno dell’orìgine, e in quell’istante la corrente di conduzione I è circo- 
scritta alla stessa regione, m entre all’esterno di essa è co =  1/2 rot v  =  o, 
ed I =  rot H  =  o, le equazioni integrali (28) e (30) perm ettono di risolvere 
il problem a della determ inazione della velocità e del campo m agnetico in un 
fluido indefinito, viscoso ed elettricam ente conduttore, essendo assegnata al­
l’istante iniziale la distribuzione dei vortici e della corrente di conduzione in 
una  regione lim itata  dello spazio.


