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Geometria. — 3—rets (non immergibils) aventi dei piani duali di
quellt di Moulton quali sottopiani. Nota di CLaupio PEDRINI, presen
tata @ dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Construction of a class of 3-nets of order » (where # = p%, with p a
prime integer, 4 == 2 and /% > 3) non-derivable from a group, whence the existence of strictly
transitive sets of index 3 of substitutions, which are not groups.

B. Segre ha esposto (in [5]) una teoria generale delle reti, esaminando,
nella sez. 7, il problema dell’esistenza di #—reti ) non derivabili da un gruppo,
per # > 3. In questa Nota @ si risolve tale questione nel caso # = 3, dando la
costruzione di una classe di 3-reti non derivabili da un gruppo. Una di tali
3-reti si ottiene ampliando la 2-rete associata al piano di traslazione costruito
su un particolare quasicorpo non associativo. Tale ampliamento vien fatto
con un procedimento analogo a quello usato da B. Segre per costruire esempi
di 3-rete non immergibili, ma derivabili da un gruppo (cfr. [5] 20-6-13).

I. ALCUNE PREMESSE. — Rimandando a B. Segre [5] (vedasi anche [2]
e [3]) per una completa trattazione della teoria dei blocchi di un insieme
finito, supporremo senz’altro note le proprieta generali delle #reti e ci limite-
remo, in questo numero, a dare la definizione di piano di Moulton finito.

Sia Q un quasicorpo destro (cfr. [6], p. 386) e denotiamo con -+ e - le
operazioni di Q; sia poi Q' la struttura algebrica il cui insieme sostegno coin-
cide con quello di Q e nella quale le operazioni di « addizione » (+) e di « molti-
plicazione » (o) sono definite al modo seguente:.

at+b=6+a

aob=250"-a,

per ogni coppia &, 4 di elementi di Q. E subito visto che Q' risulta un quasi-
corpo sinistro, e che questo & associativo se, e solo se, tale & Q. Il quasi-
corpo Q’, cosl definito, dicesi guasicorpo duale di Q.

Pierce (in [4]) ha costruito una classe di quasicorpi sinistri, appli-
cando al caso finito un procedimento analogo a quello classico di Moulton
(vedasi anche André [1]): si introduce in campo di Galois y una nuova

(*) Nella seduta del 12 marzo 1966.

(1) Con la denominazione di #-rete intenderemo sempre indicare una rete stretta-
mente transitiva d’indice 2. Seguendo B. Segre, con il simbolo Ky, intenderemo una #-rete
di grado 7. k

(2) Che espone alcuni risultati della tesi di laurea discussa dall’autore presso ’'Univer-
sita di Roma (novembre 1965).
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moltiplicazione o (con 4 e - si indicano le operazioni definite in y) ponendo,
per ogni coppia a, 4 di elementi di y:

s’aﬁ se bey*
aob=: a%t se bey* , b=o0,
( o se b=o0,

ove y* ¢ l'insieme degli elementi non nulli che sono quadrati in y e ¢ & un
automorfismo (non identico) di y. La struttura algebrica che le operazioni
+ e o definiscono nell'insieme degli elementi di y risulta un quasicorpo
sinistro Q) (si osservi che, se y ha caratteristica 2, Q e y coincidono); chia-
meremo piano di Moulton finito il piano di traslazione costruito su Q.

2. 2—RETE (NON DERIVABILE DA UN GRUPPO) ASSOCIATA AL DUALE DI
UN PIANO DI MOULTON FINITO. — Sia ¥ un campo finito d’ordine ¢ = p*,
con p==2,%4 > 3; detto ¢ l’automorfismo di y cosi definito:

o: x—>zx? | Vzxe€vy,
risulta %= 1. Denotiamo con. y* il sottogruppo moltiplicativo di y— o,

costituito dagli elementi che sono quadrati in y, e definiamo in y una nuova
struttura moltiplicativa  ponendo:

a-b se a€y*,

aob =< a b% se a€y*,a=ko,

——

o se a=o0,

per ogni coppia @, & di elementi di y (- indica la moltiplicazione del campo ¥y).
LEMMA. — Detta Q la struttura algebrica v (+ , o), ove + indica I'addi-
zione del campo v, Q risulta un quasicorpo destro non associativo.
Dimostrazione. — Basta osservare che se, per ogni coppia @, €y si
definisce loperazione X:

axXb="boa,

I'insieme Q' (4, %) ¢ il quasicorpo sinistro costruito, secondo il procedimento
di Pierce, a partire da y e dall’automorfismo ¢. Poiché Q si ottiene da Q'
per dualizzazione, Q € un quasicorpo destro. Nelle ipotesi attuali, Q e Q' non
sono associativi: 'associativita ha infatti luogo se, e solo se, x#* = x per ogni
x di ¥, cioé se-¢? = 1, il che non si verifica.

Indichiamo con = I'insieme delle coppie ordinate di elementi di Q e defi-
niamo «retta» di 7 la totalita delle coppie (x,y) soddisfacenti un’equazione
del tipo:

x=c oppure 'y =aox + &,

con a,b,c€Q. Poiché Q & un quasicorpo destro,.i punti e le rette di =
costituiscono un piano di traslazione. Denotati con F; e Fy i due fasci di rette
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parallele x = cost. e ¥ = cost., la totalita delle rette di = che non apparten-
gono a tali fasci, cioé¢ quelle di equazioni:

y=uaox+6b6 , a€Q—o0,b€q,

sono i blocchi di una 2—rete Ky , (F1, F2), tracciata sul piano = (cfr. B. Segre [5],
20-3).
TEOREMA. — La 2-rete Ky, (F1, Fo) non & derivabile da un gruppo.
Dimostrazione. — In base alla definizione di rete derivabile da un gruppo
(cfr. [5], 20-3—11), per ottenere I'asserto basta provare I'esistenza di un blocco
Jo € Ky, tale che l'insieme di sostituzioni su Q = X:

S =fi 'Ka,
non sia un gruppo. Posto:
Jor  y==x,
consideriamo i due seguenti blocchi di K, :
fiooy=axt+4b6 , f'' y=a-x240,

ove a,b,a b €y e aevy*, a ¢y* Indicate rispettivamente con g’ e g’ le
sostituzioni (su X) f 1/ e f;1f", supponiamo per assurdo che il prodotto
g' g sia un elemento di S. Se x ¢ un generico elemento di X, g’¢g’’ associa
ad esso l'elemento a'-a?-x?" 4 a'-6¢ 4 &', ove a'-a? €y* in quanto
¢ (v*) = v*. Dovrebbero. dunque esistere due elementi «,f €Q, con « € y*,
tali che, per ognuno dei ¢ elementi di y risulti:

ox+B=a atx?+a b+ 0.

Da qui l'assurdo, poiché g > p2

3. COSTRUZIONE DI 3-RETI NON DERIVABILI DA UN GRUPPO. — Indiche-
remo nel seguito con K la 2-rete Ky, (F1, F2) considerata al N° 2 e con v
un campo finito d’ordine ¢ = p% con p==2, £ > 3.

LEMMA. — Séa ¥ linsieme ottenuto da v mediante I'aggiunta del simbolo oo,
sottoposto ad opportune regole di composizione con gli elementi di v ®; denotato
con 1 Dinsieme delle trasformazioni di ¥ in sé di equazioni:

a x”x(a)—}—az
» . _
(I) Yy = 5 (@) ’ a; €y (Z:I,2,3,4>,
a3~xp + aa

con

a1 a I se aey*

a = det o e s(a)=
as ay + @) o se a€xy*’

1 risulta strettamente 3—transitivo sugli elementi di ¥.

(3) Cfr. B. SEGRE [6], p. 129.
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Dimostrazione. — Notiamo anzitutto che, se A & una matrice non degenere
d’ordine 2 sopra y e ¢ un qualunque elemento non nullo di ¥y, risulta:

s (det (cA)) = s (¢ det A) = s (det A),

e quindi le equazioni (1) definiscono delle effettive trasformazioni di ¥. Intro-
duciamo i due seguenti insiemi di trasformazioni:

P __ax+b A TN -
I _3y—c.x—|—a’ ad bcey of,
a -x?4 0

1" :\g;;:m/a’-a”——b’-c’e-ymog,

e mostriamo che I’ ed I'" sono ambedue strettamente 3-transitivi su ¥. Per
I'insieme I’ tale proprieta & ben nota, trattandosi dell’insieme delle collineazioni
della retta proiettiva sopra y (cfr. B. Segre [5], 20-18—4). Le trasformazioni
di I sono i blocchi di una rete del piano ¥ X ¥, isomorfa alla rete I’ nell’iso-
morfismo: '

o (x,3)—> (¢, 7).

Poiché la proprieta di transitivitd & invariante per automorfismi (cfr. B. Se-

gre [5] p. 77), anche I'" ¢ strettamente 3-transitivo. Per ogni punto (x, %)
di ¥ X ¥ introduciamo le due matrici X = (f) e Y = <JI/), con che le tra-

sformazioni di I sono le seguenti:

Y =A.x*% (@ = det A ==0),

(@)
@ (xf . . L - .
ove X*' = (1 ) e il prodotto & quello ordinario di matrici. Per dimostrare

la tesi del teorema occorre far vedere che, considerati x1,x2, x3, ¥1, ¥2, ¥3, con
¥;9F=x; e y;,=Fy; se ik, esiste una, e una sola, trasformazione f € I, tale
che f(x;) =y, ((=1,2, 3); se si pensano gli elementi di I come blocchi di
una rete del piano ¥YX ¥, cid equivale a provare che esiste ed ¢ unico il blocco
/ €1 passante per i punti (a due a due indipendenti) (x1,y1), (2, y2), (x3, ¥3).
Per quanto sopra osservato esiste, ed & unica, la trasformazione Y = A-X

di I’ che muta x1,x2,x3 rispettivamente in oo, 0, 1; analogamente esiste
g Y =B X, tale che:

g) =00 , g2=o0 , gle)=1.

Poiché gli elementi 00,0,1 sono lasciati fissi dall’automorfismo ¢, anche
g P

Y = A”.X? manda x1,x2,x3 in oo,0,1. Essendo I’ e I' strettamente
3—transitivi, sono uniche le trasformazioni ;' €I’,;”” € 1", tali che ;' (x,) =
=%:,7"(x) =y; G =1,2,3) daltra parte i blocchi Y =B-1.A-X e
Y = B~ " A?.X?, rispettivamente di 1’ e di 1", passano per i punti (x1, y1),
(x2,y2), (x3,y3). Risulta dunque:

J't Y=B1AX
j"s Y =B-1.A”.X?,
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Posto ¢ = det (B~ 1-A) = (det B)~1.det A = 46-1.4, ¢’ = det (B~ 1. A?)=54-1.42,
¢ e ¢’ sono simultaneamente quadrati o non quadrati in y. E quindi unica
la trasformazione f di I che associa a x1, 2, x3 rispettivamente y1, y2 , ys:
precisamente, se ¢, ¢ €y*, si ha f=j', se ¢, ey* f= ;"
TEOREMA. — Considerato sul piano ¥ X Y Dlinsieme K dei blocchi:
s (@)
Y =A-X"",
con

o se a€y*
a=detA==o0 e s(a)= .

se aegy*’

K risulta una 3-rete (d'ordine n = g + 1) non derivabile da un gruppo.
Dimostrazione. — In base al lemma precedente occorre solo provare che
la 3-rete K non ¢& derivabile da un gruppo. Se, per assurdo, esistesse un blocco
/€K, tale che /=1 K = G fosse un gruppo di sostituzioni sugli elementi di ¥,
anche l'insieme G delle sostituzioni di G che lasciano fisso Ielemento oo,
sarebbe un gruppo; risulterebbe quindi derivabile da un gruppo la 2-rete
K3, _1 di ordine # — 1, che si ottiene da K imponendo il punto (oo, c0), la
quale contiene tutti e soli i blocchi di equazioni:
a al

y = _a.l_;.xfx(d) +_

. € ==
% = , a;€y , a=det

az .
" =+o0.
Da qui I'assurdo, in quanto @1-a;! ¢ @ = a1-a1 sono simultaneamente qua-
drati o non quadrati in vy, e quindi Kj, _; & isomorfa alla 2—rete K, consi-
derata al N© 2, che non ¢ derivabile da un gruppo.

Dal teorema ora dimostrato, tenendo presente che una 3-rete immergi-
bile & caratterizzata dall’essere derivabile dal gruppo delle omografie di una
retta lineare sopra un campo di Galois, segue che K non ¢ immergibile.

4. UNA GENERALIZZAZIONE DEI TEOREMI DEL N© 1 E DEL N° 2. — De-
notiamo con ¢1 e @2 i due seguenti automorfismi di un campo finito y d’or-

dine ¢ = p* (p == 2):
o1 x—> xt’ p2: x>zt T} (7 >=o0),

con la condizione che sia 7 + 2 < /%, e definiamo in y una nuova struttura
moltiplicativa, ponendo:

a-b% se  a €vy*,
aob = { a b se a€y* a==o0, a,bey
o se a=o0,

ove - indica la moltiplicazione del campo e y* il sottogruppo moltiplicativo
di Yy —o, costituito dagli elementi non nulli che sono quadrati in-y.
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LEMMA. — v (4, o) visulta un gquasicorpo destro Q', non associativo, e,
detto 7' il piano di traslazione costruito su di esso, ™' ¢ collineare al piano T,
relativo al quasicorpo Q definito al N° 2, secondo la collineazione:

T (x,y)— (22, y?").
Dimostrazione. — Q' & un gruppo rispetto a 4, e inoltre:
@00 =00q =0 , log=qgol=a , Va€Q.

Dimostriamo che Q' verifica gli assiomi dei quozienti. Considerati due elementi
a,b €y, con a €y* l'equazione a'- = 4', ove a' = g% , 4 = 4%, ammette
in vy una, e una sola, soluzione, data da é"-a’~1. Ne segue che lequazione:

aox = b

¢ univocamente risolubile in Q'; analogamente si procede se a € y*, sostituendo
@2 al posto di ¢1. Per risolvere I'equazione:

Yoa = b,
con @ e b simultaneamente quadrati o non quadrati in y, basta prendere y
~1 -1
tale che y-a™ =4% ; se invece a €y* e bev* oppure a€y* e b€y*

—1 —1

y deve essere soluzione dell’equazione in y: y-a¥2 = 4
Proviamo ora la proprieta distributiva a destra. Siano @, 4,c €Q":
a6+ c)=a-(b+ )" =a-(6% + %) = gob + aoc, se a €vy¥,
ao(b+c)=a-(b + )% = a-(6% + ¢*) = aob + aoc, se aevy*.
Poiché si & supposto 7 4+ 2 < 4, P'automorfismo di v

®: x> xt'
e diverso "dall’identita: esiste quindi un elemento ¢ €y, tale che ¢# +2:f:c
Presi @,b€y—o0, con a€y* e bey* si ha:

LZC'(bOé') — d0<b‘sz.+1) — a.épi-f—l.l:p?i-‘-z’
(@ob)oc = (a-b*"yoc = a- 49" cF,
e quindi ae(boc) == (gob)oc, in quanto "% ==c#" Q' & dunque non asso-
ciativo.
Per dimostrare la seconda parte del lemma basta osservare che, se i punti

(x1,31), (x2,¥2), (x3, ¥3) sono contenuti in una retta di ®© avente equazione
(indichiamo qui con X la moltiplicazione di Q):

y=a X x + b, ' a,b€Q,
.

con a €v*, allora i loro trasformati secondo 7 giacciono sulla retta di =

y=2aox + 0,
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ove a' = ¢1(a) = a?’ e b' = ¢ (b) = 47", Analogamente se @ €y*, sostituendo
@2 al posto di ¢1. E chiaro che, se tre punti di = sono situati su una retta del
tipo x = ¢, i loro trasformati in =’ appartengono alla retta x = ¢#. In modo
del tutto simile si dimostra che t—! trasforma punti allineati di =’ in punti
allineati in .
~ Denotati con Fy e Fy idue fasci di rette parallele (del piano n") x = cost.

e y = cost., le rette di =’ che non appartengono a tali fasci costituiscono i
blocchi di una 2-rete Kj , (Fy, Fy).

TEOREMA. — La 2-rete Ky , (F1, Fy) ¢ isomorfa a K.

Dimostrazione. — In base alla definizione di isomorfismo fra #reti (cfr. B.
Segre [5], 20-3-14), per dimostrare I'asserto, basta provare che esistono due
blocchi 4’ € K’ e % €K, tali che:

(2) K=4#S,K=#%85,
con S insieme di sostituzioni su y. Posto 4': y = x?’ € k: y = x, risulta:
1K' =41K,

e quindi si soddisfa alla (2) prendendo S = 4 -1 K’ = 4 1K.

Dal teorema ora dimostrato segue che la 2-rete K, (F;y, F3) non &
derivabile da un gruppo.

K3, (F1, F2) puod essere ampliata nella 3-rete del piano ¥ X ¥, i cui
blocchi hanno equazioni:

Y = A.X%@ a = det A ==o,

) (1 seaey* ) ) ‘ . :
con 7 (a) = . E immediato verificare che la 3-rete cosi ottenuta

{2 se aevy*
¢ isomorfa a quella definita nel N° 3.

La questione dell’esistenza di #—reti non derivabili da un gruppo, per # > 4,
non & stata ancora risolta (cfr. B. Segre [5], 20-7-2); in base ad un noto
teorema di Jordan sui gruppi 4-transitivi di sostituzioni, l'unica 4-rete deri-
vabile da un gruppo ¢ quella associata al gruppo di Mathieu My;. Se quindi
a tale problema si desse risposta negativa, cio¢ se ogni K,,, con ¢ > 4, fosse

necessariamente derivabile da un gruppo, l'intero # dovrebbe soddisfare alla
limitazione:

n<<t+4 7.

In [3] trovasi dimostrato che, se esiste qualche K, ,, derivabile o no da
un gruppo, tale che 4 <<# <% — 3, allora deve aversi:

n—1t= +1 (mod 6).
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