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Geometria. — $-reti {non immergibili) aventi dei p ian i duali di 
quelli di Moulton quali sottopiani. Nota di Claudio  P e d r in i, presen 
tata (*} dal Socio B. S egre .

Summary. ■— Construction of a class of 3-nets of order n (where n =  p h, with p  a 
prime integer, p  =f= 2 and A >  3) non-derivable from a group, whence the existence of strictly 
transitive sets of index 3 of substitutions, which are not groups.

B. Segre ha esposto (in [5]) una teoria generale delle reti, esaminando, 
nella sez. 7, il problem a dell’esistenza di /-re ti non derivabili da un gruppo, 
per t  >  3. In  questa N ota si risolve tale questione nel caso t =  3, dando la 
costruzione di una classe di 3 -reti non derivabili da un gruppo. U na  di tali 
3 -reti si ottiene am pliando la 2-rete associata al piano di traslazione costruito 
su un particolare quasicorpo non associativo. Tale am pliam ento vien fatto 
con un procedim ento analogo a quello usato da B. Segre per costruire esempi 
di 3-rete non immergibili, m a derivabili da un gruppo (cfr. [5] 20-6-15).

1. A l c u n e  p r e m e s s e .  -  R im andando a B. Segre [5] (vedasi anche [2] 
e [3]) Per una com pleta trattazione della teoria dei blocchi di un insieme 
finito, supporrem o senz’altro note le proprietà generali delle t-re ti e ci lim ite­
remo, in questo num ero, a dare la definizione di piano di M oulton finito.

Sia Q un quasicorpo destro (cfr. [6], p. 386) e denotiam o con +  e • le 
operazioni di Q; sia poi Q ' la s tru ttu ra  algebrica il cui insieme sostegno coin­
cide con quello di Q e nella quale le operazioni di « addizione » (-(-) e di « m olti­
plicazione » (o) sono definite al modo seguente:

a —j— b b —|— a 

a o b =  b • a ,

per ogni coppia a , b di elementi di Q. È subito visto che Q ' risulta un quasi­
corpo sinistro, e che questo è associativo se, e solo se, tale è Q. Il quasi­
corpo Q ', cosi definito, dicesi quasicorpo duale d i  Q.

Pierce (in [4]) ha costruito una classe di quasicorpi sinistri, appli­
cando al caso finito un  procedim ento analogo a quello classico di M oulton 
(vedasi anche A ndré [1 ]): si introduce in campo di Galois y una nuova

(*) Nella seduta del 12 marzo 1966.
(1) Con la denominazione di /-re te  intenderem o sempre indicare una rete stretta- 

mente transitiva d ’indice /. Seguendo B. Segre, con il simbolo intenderem o una /-re te  
di grado 'n.

(2) Che espone alcuni* risultati della tesi di laurea discussa dall’autore presso l’U niver­
sità di Rom a (novem bre 1965).
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moltiplicazione o (con +  e • si indicano le operazioni definite in y) ponendo, 
per ogni coppia a , b di elementi di y:

se b 6 y* 

se b é y* , b =(= 0 , 

se b — o ,

ove y* è l’insieme degli elementi non nulli che sono quadrati in y e cp è un 
autom orfism o (non identico) di y. L a s tru ttu ra  algebrica che le operazioni 
+  e o definiscono nell’insieme degli elementi di y risulta un quasicorpo 
sinistro Q (si osservi che, se y ha caratteristica 2, Q e y coincidono); chia­
merem o piano d i M oulton fin ito  il piano di traslazione costruito su Q.

2 . 2—RETE (NON DERIVABILE DA UN GRUPPO) ASSOCIATA AL DUALE DI 
u n  p i a n o  d i  M o u l t o n  f i n i t o .  -  Sia y un campo finito d ’ordine q — p h , 
con p  2 , hv >  3; detto cp l’automorfismo di *y così definito:

cp : x  x p , V # € y  ,

risulta cp2 = |= i. Denotiam o con y* il sottogruppo m oltiplicativo di y —  o, 
costituito dagli elementi che sono quadrati in y, e definiamo in y una nuova 
s tru ttu ra  m oltiplicativa ponendo:

 ̂ d 'b  se a € y* ,

a ob =  k a • b^ se a & y* a o ,

( o se a —■ o ,

per ogni coppia a , b di elementi di y (• indica la m oltiplicazione del campo y).
L e m m a . -  Detta Q la struttura algebrica y ( +  , °), ove +  indica T add i­

zione del campo y, Q risulta un quasicorpo destro non associativo.
Dimostrazione. -  Basta osservare che se, per ogni coppia a , b £  y si 

idefinisce l’operazione X :
a X b  =  b o a ,

l ’insieme Q ' ( +  , x )  è il quasicorpo sinistro costruito, secondo il procedim ento 
di Pierce, a partire  da y e dall’automorfismo cp. Poiché Q si ottiene da Q ' 
per dualizzazione, Q è un quasicorpo destro. Nelle ipotesi attuali, Q e Q' non 
sono associativi: l ’associatività ha infatti luogo se, e solo se, x p% — .x per ogni 
x  di y, cioè se cp2 =  1, il che non si verifica.

Indichiam o con iz l ’insieme delle coppie ordinate di elementi di Q e defi­
niam o « re tta »  di n  la to talità  delle coppie (x  , y )  soddisfacenti u n ’equazione 
del tipo:

x  — c oppure y  =  a o % +  b ,

con a , b , c € Q. Poiché Q è un quasicorpo destro,, i punti e le rette di tz 
costituiscono un piano di traslazione. D enotati con Fi e F2 i due fasci di rette

1 a 'b

a ° b — < a^ • b 

( o



C lau d io  P edrin i, 3 —reti (non immergibili) aventi dei piani duali, ecc. 387

parallele x  == cost, e 3/ =  cost., la to talità  delle rette di 7u che non apparten­
gono a tali fasci, cioè quelle di equazioni:

y  — a°x  +  b , <2 £ Q — o ,  £ Q ,

sono i blocchi di una 2-rete K2j$r ( F i , F2), tracciata sul piano tu  (cfr. B. Segre [5], 
20-5).

T eo rem a . -  L a  2-rete  K 2j  ̂ (Fi , F 2) non è derivabile da un gruppo . 
Dimostrazione. -  In  base alla definizione di rete derivabile da un gruppo 

(cfr. [5], 20-3-11), per ottenere l’asserto basta provare l’esistenza di un blocco 
/ 0 E K2^ , tale th e  l’insieme di sostituzioni su Q =  X:

S = / o _ 1K 2 i?

non sia un gruppo. Posto:

/ o : y  =  x ,

consideriam o i due seguenti blocchi di K 2̂  :

/ ' :  y  =  a -x p +  b , / " :  jp =  a' *xp +  b',

ove a , b , a f , bf £ y e a & y* , a' & y*. Indicate rispettivam ente con £■' e ^ "  le 
sostituzioni (su X) e 1 f "  > supponiam o per assurdo che il prodotto

sia un elemento di S. Se x  è un generico elemento di X, g r g "  associa 
ad esso l’ elemento a' • ap • x p2 +  d  - bp +  <£', ove d  • ap £ y*, in quanto 
9 (Y*) =  Y*- D ovrebbero dunque esistere due elementi a , (3 £ Q, con a £ y*, 
tali che, per ognuno dei q elementi di y risulti:

ol-x  +  p =  a’ -aP-x^ -f- a’ -b b’.

D a qui l’assurdo, poiché q >  p*.

3. Costruzione d i 3 -r e t i non d e r iv a b il i da un g ru ppo . -  Indiche­
remo nel seguito con K la 2-rete K2^ (Fi , F2) considerata al N° 2 e con y 
un campo finito d ’ordine q =  p h, con =j= 2, h >  3.

L emma. — S ia  y Vinsieme ottenuto da y mediante Vaggiunta del simbolo 00, 
sottoposto ad  opportune regole d i composizione con g li elementi d i y ; denotato 
con I V insieme delle trasform azioni d i  y in sé d i equazioni:

e y (i =  1 ;~2 , 3 , 4 ) ,

se <2 € y* 
se <2 € y* ’

I risulta strettamente 3—transitivo sugli elementi d i  y.

co ^  =
a\-x  +  a%

Ps ie) .a%-x +  a±

con

a — det
a\ a% 
as a±

4 = ° » =

(3) Cfr. B. Segre [6], p. 129.
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Dimostrazione. -  Notiam o anzitutto che, se A  è una m atrice non degenere 
d ’ordine 2 sopra y e c un  qualunque elemento non nullo di y, risulta:

^ (det (VA)) =   ̂(c2 det A ) =  s (det A),

e quindi le equazioni (1) definiscono delle effettive trasform azioni di y. In tro ­
duciam o i due seguenti insiemi di trasform azioni:

r

i "

x  =
a • x  —J— b 
c • x  -|- d I  a*d —  b-c € y — o

a! 'X& -f- b ' 
c’ • xP +  d r a* -dr —  b’ -cr G y — o

e m ostriam o che P  ed I "  sono am bedue strettam ente 3-transitiv i su y. Per 
l’insieme I' tale proprietà è ben nota, trattandosi dell’insieme delle collineazioni 
della re tta  proiettiva sopra y (cfr. B. Segre [5], 20-18-4). Le trasform azioni 
di I rf sono i blocchi di una rete del piano y X f , isomorfa alla rete L nell’iso- 
morfismo:

a: (x ,y ) -+  (oc* ,y*).

Poiché la proprietà di transitiv ità  è invariante per automorfismi (cfr. B. Se­
gre [5] P- 77)) anche I "  è strettam ente 3-transitivo. Per ogni punto (x  , y )

di y X y introduciam o le due m atrici X =  ( j e Y =  f , con che le tra ­

sformazioni di I sono le seguenti:

Y =  A -X ^ (a =  det A  =f= o),

ove X^ ( ) ^  j  e il prodotto è quello ordinario di m atrici. Per dim ostrare

la tesi del teorem a occorre far vedere che, considerati x i , X2 , X3 , y± , , y s , con
X i ^ X j  e se i  =[=/, esiste una, e una sola, trasform azione / G l ,  tale
eh e f  (x/) — y.{ ( i— 1 , 2 ,  3); se si pensano gli elementi di I come blocchi di 
una réte del piano y X y, ciò equivale a provare che esiste ed è unico il blocco 

/  G I passante per i punti (a due a due indipendenti) (x\ ,y{) , (x2 , yd) , (#3 , y i). 
Per quanto sopra osservato esiste, ed è unica, la trasform azione Y =  A X  
di I ' òhe m uta x \  , X2 , X3 rispettivam ente in 0 0 , 0 ,  1; analogam ente esiste 
g: Y =  B X, tale che:

g(y±) =  0 0  > g(yd) =  °  , g ( y d ) = i -

Poiché gli elementi 0 0 , 0 , 1  sono lasciati fissi dall’automorfismo 9, anche 
Y = A * - X *  m anda x \ , x<i , x% in 0 0 , 0 ,  1. Essendo I ' e I "  strettam ente 
3-transitiv i, sono uniche le trasform azioni f  e I ' , / '  6 I" , tali ch e / (* ,• )  =  
— Vi J "  (x i) =  y i  (i =  1 , 2 ,  3): d ’altra parte  i blocchi Y =  B _ 1 A X  e 
Y =  B rispettivam ente di I ' e di I" , passano per i punti (x\ ,y ì) ,
(xz , y.i) , (xz , yz). R isulta dunque:

f  ■ Y =  B - 1 -A-X

Y =  B - 1 -Ap-X* .
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Posto * =  det (B~ 1-A) =  (det B);~1-det A  =  b -^-à , c '■= det (B~-1-A ^)= 3- 
 ̂ e d  sono sim ultaneam ente quadrati o non quadrati in y. È quindi unica 

la trasform azione /  di I che associa a x i  , *2 , X3 rispettivam ente y i  , y 2 , yz\ 
precisam ente, se c , c' e y*, si ha /  =  / ' ,  se c , c' 6 y*, /  =  j ”.

TEOREMA. -  Considerato su l piano  y  X y  V insieme K  dei blocchi:

con
Y =  A .X #' (b)

<2 =  det A  =f= o  ̂  ̂ ( /)  =
se <2 e y* 
se a&y* ’

K risulta una ì~rete (d'ordine n  =  q +  1) ^<9̂  derivabile da un gruppo .
Dimostrazione. -  In  base al lem m a precedente occorre solo provare che 

la 3-re te  K non è derivabile da un gruppo. Se, per assurdo, esistesse un blocco 
/  e K, tale che f ~ l K  =  G fosse un gruppo di sostituzioni sugli elementi di y , 
anche l ’insieme G delle sostituzioni di G che lasciano fìsso l’elemento 00, 
sarebbe un gruppo; risulterebbe quindi derivabile da un gruppo la 2-rete 

di ordine n — 1, che si ottiene da K im ponendo il punto (0 0 ,0 0 ), la 
quale contiene tu tti e soli i blocchi di equazioni:

y  =
ai
<24 x*,(d> + a2

<24 y a =  det
di
o

a2
<24 +  o -

D a qui l’assurdo, in quanto a±-a^ 1 e a =  ai-a% sono sim ultaneam ente qua­
drati o non quadrati in y, e quindi K2,n - i  è isomorfa alla 2-rete K, consi­
derata al N° 2, che non è derivabile da un gruppo.

D al teorem a ora dim ostrato, tenendo presente che una 3-rete immergi- 
bile è caratterizzata dall’essere derivabile dal gruppo delle omografìe di una 
re tta  lineare sopra un  campo di Galois, segue che K non è immergibile.

4. U n a  g e n e r a l i z z a z i o n e  d e i  t e o r e m i  d e l  N° i e  d e l  N° 2. -  D e­
notiam o con 91 e 92 i due seguenti automorfìsmi di un campo finito y d ’or­
dine q — p h (p  =|= 2):

91: x -> xpt y 9 2 : x'~+ xpt +1 (i  >  o )  ,

con la condizione che sia i  -f- 2 <  A, e definiamo in y una nuova stru ttu ra  
m o ltip licatita , ponendo:

se a € y*,

se a € y*, a =(= o , a , b e y

se a =  o ,

ove • indica la moltiplicazione del campo e y* il sottogruppo moltiplicativo 
di y o, costituito dagli elementi non nulli che sono quadrati in y.

a-òvi 

aob =  l a-b^* 

o
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Lemma. -  y ( + ,  °) risulta un quasicorpo destro Q', non associativo, e, 
detto n ' i l  piano d i traslazione costruito su d i esso, iz’ è collineare a l piano n, 
relativo a l quasicorpo Q definito a l N °  2, secondo la colline azione:

t: (x  , y ) {x*‘ , y? ) .

Dimostrazione. ~ Q ' è un gruppo rispetto a - f ,  e inoltre:

aoo — ooa =  o , ioa =  ao\ — a , \/ a £ Q f.

D im ostriam o che Q ' verifica gli assiomi dei quozienti. Considerati due elementi 
a , b e y, con a e y*, l ’equazione a' f  =  b ' , ove a' =  a ^  , b! — b^1, am m ette 
in y una, e una sola, soluzione, data  da b’ • a ' _1. Ne segue che l’equazione:

aox =  b

è univocam ente risolubile in Q'; analogam ente si procede se a £ y*, sostituendo 
92 al posto di 91. Per risolvere l’equazione:

yoa  =  b,

con a e b sim ultaneam ente quadrati o non quadrati in y, basta prendere y
— 1 — 1

tale che. y  • — o l ; se invece a e y* e b e  y*, oppure a e y* e b e  y*,
— 1 -1

y  deve essere soluzione dell’equazione in y: y -a ? 2 =  b^2 .
Proviam o ora la proprietà distributiva a destra. Siano a , b , c e Q':

ao(b +  c) =  a- (b 4 - .^ )^ '=  a-(b^  +  aoc, se a ey * ,

ao(b -|- c) =  a- (b -f~ c f 2 =  a-(bv* -f" ^ 0  — a °b ~b aoc, se a e  y*.

Poiché si è supposto i 2 <  h, l’automorfismo di y:
aì+29: x  -» x p

è diverso dall’identità: esiste quindi un elemento c e y, tale che cpt+2 c. 
Presi a , b e y —- o, con a e y* e d e  y*, si ha:

ao(boc) ='afo(3 - ^ ‘+1) — a-b*i+1-c*2i+2,

(aob)oc — (a - bpt+1)oc — a- bpi+1 • cpt,

e quindi ao(^o^) =(= (aobfc,  in quanto cp21+2 =j= cpt . Q ' è dunque non asso­
ciativo.

Per dim ostrare la seconda parte  del lemma basta osservare che, se i punti 
(xi , y i)  , (x2 , yd) , (x$ , ys) sono contenuti in una re tta  di n  avente equazione 
(indichiam o qui con X la m oltiplicazione di Q):

y  — a X x  +  b, a , b e Q ,

con a e y*, allora i loro trasform ati secondo r  giacciono sulla re tta  di tc' :

y  — a'ox  +  b ',
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ove a' =  91 (<3) =  ^  e b’ =  91 (£) =  bp\  Analogam ente se <3gy*, sostituendo 
92 al posto di 91. E chiaro che, se tre  punti di tu sono situati su una re tta  del 
tipo x  =  c, i loro trasform ati in tu' appartengono alla re tta  x  =  cpt. In  modo 
del tu tto  simile si dim ostra che t~  1 trasform a punti allineati di 7r' in punti 
allineati in tu.

D enotati con Fi e F2 i due fasci di rette parallele (del piano 7u') x  =  cost, 
e y  == cost., le rette di n r che non appartengono a tali fasci costituiscono i 
blocchi di una 2-rete K 2j!? (Fi , F2).

TEOREMA. — L a  2—rete K 2(5r (Fi , F2) è isomorfa a K.

Dimostrazione. — In  base alla definizione di isomorfismo fra t-re ti (cfr. B. 
Segre [5], 20-3-14), per d im ostrareT asserto , basta provare che esistono due 
blocchi A' e K ' e h 6 K, tali che:

(2) K ' -  h ’ S , K =  h S ,

con S insieme di sostituzioni su y. Posto t i \  y  =  x pl e h\ y — x, risulta:

K ' == h - 1 K ,

e quindi si soddisfa alla (2) prendendo S =  t i~ l K ' =  h ~ l K.
D al teorem a ora dim ostrato segue che la 2-rete (Fi , F2) non è

derivabile da un gruppo.
K2,̂  (Fi , F2) può essere am pliata nella 3-rete del piano y X y, i cui 

blocchi hanno equazioni:

Y = A - X q’’» ,  a =  det A  =j= o,

( I se a 6 y*
con 1 (a) =  . E  im mediato verificare che la 3-rete così o ttenuta( 2 se <z 6 y* 0
è isomorfa a quella definita nel N° 3.

L a questione dell’esistenza di t—reti non derivabili da un gruppo, per t  >  4, 
non è sjtata àncora risolta (cfr. B. Segre [5], 20-7-2); in base ad un noto 
teorem a di Jordan  sui gruppi 4 -transitiv i di sostituzioni, l’unica 4~rete deri­
vabile da un gruppo è quella associata al gruppo di M athieu M n. Se quindi 
a tale problem a si desse risposta negativa, cioè se ogni K t>n , con t >  4, fosse 
necessariamente derivabile da un gruppo, l’interq n dovrebbe soddisfare alla 
limitazione:

n <  / +  7.

In [3] trovasi dim ostrato che, se esiste qualche K t, „ , derivabile o no da 
un gruppo, tale che 4. <C t <Z n —  3, allora deve aversi:

(mod 6).
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