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Geometria. — Sui \k  , n \— archi dì un piano grafico fin ito . Nota 
di M a r i a  T a l l i n i  S c a f a t i , p resen ta ta^  dal Socio B. S e g r e .

Summary. —  In  a finite irreducible graphic plane, a { £ ,« } -a rc  is a set K of k  points 
no n - f-1 of which are collinear and containing >z collinear points. Denoting by ts (s =  o , i , • • •, n) 
the num ber of j'-secant lines of K, we establish a relation connecting the integers ts inde­
pendent from  the two equations already known. M oreover we prove that, i f  q >  4, every 
{k , 3}~arc adm its some exterior line (i.e. some o-sec.ant) i.e. to >  o, and we obtain a lower 
bound for to. If  2 <  q <  4, we determ ine all the {k  , 3}-arcs free from  exterior lines. Finally, 
we apply  these results to the cubic of a Galois plane.

I. Sia nq un piano grafico irriducibile finito, di ordine q, [5] cap. 14. 
In nq definiscesi [k , n}—arco un insieme di k punti d i cui mai n -[- 1 risultino 
allineati e che contenga n punti allineati [1], [2]. Per n =  2 si ottiene così 
la nozione di /é-arco, [5] n. 173. Si noti poi che un qualsiasi insieme che con­
tenga tu tti i punti di una re tta  è un { k , q+  1 }-arco; perciò nel seguito suppor­
rem o sem pre n <Zq ed inoltre, per evitare casi banali, q >  2.

D ato un  {k  , n }-arco K, denoterem o con ts (s =  o , 1 , • • •, n) il num ero 
complessivo delle rette ^—secanti di K, cioè delle rette che incontrano K esatta­
m ente in s punti. Per gli interi ts valgono le seguenti relazioni, tra  loro indi- 
pendenti:

n

00 2  0  =  9,a +  ? + 1 ,
j= 0
n

(2)
s =  2

n
(3) =  k ( q  + 1).

S= 1

L a (1) è evidente. L a (2) trovasi dim ostrata in [2], n. 1. L a (3) si prova 
applicando il criterio delle coppie -  introdotto  da B. Segre in [6], n. i o -  qua­
lora si osservi che i due m em bri della (3) esprimono in due m odi diversi il 
num ero delle coppie costituite da un punto del {k  , ^ } -a rco  e da una re tta  
di izq che si appartengono.

Osserviam o che non esiste u n ’altra  relazione a cui soddisfino le ts , per k 
ed n arb itrari, analoga cioè alle (1), (2), (3), m a da esse indipendente. Infatti, 
in caso contrario, per n =  3, due { k  , 3 }-archi, con lo stesso num ero k  di 
punti, avrebbero gli stessi caratteri ts , m entre ciò non è, come m ostra il seguente 
esempio. In  iun piano di Galois S2,q ì q dispari, il {q -f- 2 ,3  }—arco costituito 
dai punti di una conica irriducibile e da un punto esterno ad essa (cioè da cui (*)

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.
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escono due tangenti) è tale che per esso si ha: /3 =  (q— 1)/2; m entre per il 
+ 2 ,3  }-arco costituito dai punti di una conica irriducibile e da un punto 

interno (cioè da cui non escono tangenti alla conica) risulta h  =  (g-\-i)j2. 
A ltri esempi potrebbero facilm ente ottenersi in guisa analoga.

Nel n. 2, relativam ente ai {k  , 3 }-archi K di izgì dim ostrerem o (facendo 
uso delle (1), (2), (3), nelle quali si faccia n =  3) che, se q >  4, esistono sem ­
pre rette esterne (cioè o-secanti) rispetto a K, e darem o una limitazione infe­
riore per /0 . Per q <  4 determ inerem o tu tti 1 { k , 3 }-archi privi di rette esterne.

Nel n. 3, m ostrerem o che in un piano di Galois S2j!7, se è q >  7, ogni cu­
bica irriducibile è un  {/P, 3 }-arco; e che, per ogni q <  7, esistono cubiche 
irriducibili che non sono {k  , 3 }-archi (bensì /§-archi). Poggiando sui risultati 
del n. 2, perverrem o infine ad u n ’ulteriore limitazione inferiore per t0 e quindi, 
in virtù  delle (1), (2), (3), nelle quali si faccia n =  3, a delle lim itazioni per 
le varie ts .

2. In  questo num ero ci occuperemo dei {>è, 3}-arch i di nq( q >  2), in 
relazione al problem a dell’esistenza di rette esterne. A ttualm ente il sistema delle 
equazioni (1), (2), (3) del n. 1 si può scrivere nella forma:

/ t± =  k(k 4 q — S)/2 +  3(^2 +  ^ +  1 — ^0) >
(4) | ti =  k (3 q k +  4) —  3 (q2 +  q +  I —-10) ,

( t% =  k (k  - 2 q —  3)/2 +  (q2 +  q +  I —: /0) .

In  7T3 =  S2,3 siano © una conica non degenere, a± una sua tangente in
un punto Q i , a\2 una sua re tta  esterna e Q2 un punto di az esterno a & (cioè 
da cui escono due tangenti a 0). Gli insiemi (<3 -— Q i)u ( ^ i— Qi) e 0 u ( ^ 2 — Q2) 
sono rispettivam ente un  { 6 , 3  }-arco ed un { 7 ,3  }-arco che denoterem o con 
K3)6 e K3}7. Essi sono m anifestam ente privi di rette esterne.

In  7T4 — S2j4 si consideri un  sottopiano d ’ordine 2; esso costituisce evi­
dentem ente un  { 7 , 3}-arco, privo di rette esterne, che denoterem o con K ij7 . 
'Si considerino poi tre  punti indipendenti A i , A 2, A3 di S2j4; e si ponga ak =  Ay 
(i yj r k  perm utazione di 1 ,2  , 3); l’insieme a\ U ^2 U ^3 —  ( A i , A 2 , A3) è 
u n  { 9 ,3  }-arco privo di rette esterne, che denoterem o con K^g.

Ebbene, ci proponiam o di dim ostrare che, ad esclusione dei precedenti 
a rc h i 'K ^ e  , K3f7 , K ìj7 , K4j9, ogni {>è,3}-arco di n? am m ette qualche re tta  
estenda, ed anzi determ inerem o lina limitazione per il carattere /0 del { k , 3 }-arco.

Sia m  il m assimo num ero di rette i-secan ti di un {yé,3}-arco K di izq 
uscenti da un  suo punto P, al variare di P in K. Si ha allora:

(5) k  <  2 {q +  I —  m) +  1.

Posto

(6) /é =  2 ^ + 3  —  2 m —  /  ,

per la (5) è:

(7) l >  o .
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Sia a una 3-secante di K. D enotato con uls ( s o , 1 , 2  , 3) il num ero 
delle i'-secanti di K per un punto Q,- di a —  K n  a (i =  1 , 2 • - , q — 2),
risulta:

l 3 u\ ~h 2 u\ ~b — k ,

( 4  +  4  +  4  +  4  =  Q +  I >

e quindi, per la (6):

(8) I - f  2 W - |- / —  2 ^ .

Se t'h (k = 1 , 3 )  denota il num ero complessivo delle rette A-secanti di K, non 
passanti per nessuno dei tre punti di K f ì ^  si ha m anifestam ente

2 2 q - 2

^  =  2 4  > , 4 = 2 («8— 0  > *0 =  2  “ o'2 = 1 2 = 1 2 = 1

Som m ando le (8) a m em bro a m em bro rispetto ad i  da 1 a q —  2, si ha 
allora:

(9) A =  4 +  (2m  +  /) (q —  2) —  2t0.

Poiché per ogni punto di K  passano al più m rette 1-secan ti di K, risulta 
t '\< h m (k —  3), cioè (per la (9) e tenuto conto della (6)):

(10) 2 m (m  —  2) - f  /  (m +  q —  2) - f  3̂ <  2 / 0 .

Essendo l(m  +  q —- 2) >  o e t'% >  o, si ha:

(11) t0 > m ( m —-2).

Se m  > i3 , la (11) assicura resistenza di qualche re tta  esterna a K, q u a­
lunque sia q.

Proverem o ora che, se q >  4, anche per m  — o , 1 , 2, l’arco K am m ette 
qualche re tta  esterna e, per q <L 4, m ostrerem o che gli unici { k > 3 }-archi privi 
di rette esterne coincidono con i { k , 3 }-archi precedentem ente denotati con
K 3,6 > ^ 3,7 , K i57 , K^g.

Per m =  o, la (io) diventa:

( IO0 —  2) +  3̂ <  2 t0 ;

se fosse /0 — o, per la (io ')  sarebbe /  =. ts =  o, e quindi, per la (6), /è =  2 ^ + 3 .  
Por tale valore di k il sistem a (4) fornirebbe t0 =  q (q — 2)/2 > 0 ,  il che è 
assurdo; dunque ogni { /é ,3}-arco , con m =  o, deve am m ettere almeno una 
re tta  esterna) qualunque sia q >  2.

Per m — 1, la (io ) diventa:

( io " )  l  (q —  1) +  /3 — 2 <  2 ^ .
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Se =  o, la ( io " )  am m ette le sole soluzioni seguenti:

I) l = i  , q = 3  4 = 0 ,
II) l  =  o , o < 4  <  2 .

Nel caso I), per la (6) risulta k =  6. Per Punico punto Q della 3-secante 
fissata a, non appartenente a K, le tre  rette distinte da a , sono necessaria­
m ente 1—secanti K  in tre  punti distinti, i quali non possono essere allineati 
(altrim enti K am m etterebbe una 4-secante). Per essi passa allora una ed una 
sola conica 0, tangente ad a in Q. D unque K coincide con il { 6 ,3 } -a rco  
(0 •— Q) U (a —  Q), denotato precedentem ente con K3j6 .

Nel caso II), si ha intanto, per la (6), k =  D alla seconda delle (4)
segue allora (ove si faccia k  — 2q + 1  e t0 =  o): 12 = - — q (q —  4). Dovendo 
essere t% >  o, si traggono i due sottocasi seguenti:

l l a) l = o  , 9 =  4 > k =  9 , t2 =  Oy

l l b) l = o  , q =  3 , k =  7 , ^  =  3.

Nel sottocaso I I a) denotiam o con K% ed A3 i punti della 3-secante a =  a\ 
non appartenenti a K. Delle quattro  rette per A3, distinte da a\y necessaria­
m ente una deve essere 3-secante di K, sia a%y e le rim anenti tre  debbono risul­
tare  1-secan ti (essendo t2 =  o). D enotato con Ai il punto di <22 non apparte­
nente a K, distinto da A3, e posto a% =  Ai A 2, proviam o che a% è una 3-secante 
di K. Infatti, in caso contrario, a% sarebbe una i-secan te  (t% essendo nullo) 
ed esisterebbe un  punto P di K non appartenente a nessuna delle rette 
a\ , ^2, #3 ; m a allora le rette A i P e A2 P sarebbero due distinte 3-secanti di K 
(sempre essendo t2 =  o), onde si avrebbe k >  9, contro al supposto. D unque 
K  coincide con il { 9 ,3}-arco K £ 9. Nel sottocaso IIb), per Punico punto Q della
3^-secante ay non appartenente a K, escono tre rette, distinte da ay delle quali
necessariam ente due sono 1-secanti e la rim anente è una 2-secante di K. 
I quattro  punti di K  non appartenen ti ad a sono pertanto  a tre  a tre  non 
allineati (altrim enti K  am m etterebbe una 4-secante). Essi costituiscono di 
conseguenza una conica non degenere, 0, di cui Q è un punto esterno ed a 
una re tta  esterna, talché K coincide con il {7, 3 }-arco K ^ . '

R esta soltanto più da esam inare l’ultim a eventualità m =  2. Per essa la 
(io ) diventa:

(io")- Iq fi- t% <  2 Ìq .

Se t0 =  o, dovrà essere necessariam ente l  =  o e 13 =  0 . D alla (6) si ha 
k =  2 q —  i. D alla seconda delle (4) (nella quale si faccia k =  2 q —  1 e to =  o) 
si ottiene Ì2 =  —  (q ■— 2) (q —  4). Quindi, essendo Ì2 >  o, necessariam ente 
o q =  3, k =  5, m a questo caso è incom patibile con la condizione to =  o, 
comej subito si prova; oppure q =  4 ed allora k =  7 e t2 =  o. K  è dunque 
un {7 , 3}-arco tale che due suoi punti distinti qualsiansi sono congiunti da 
una 3-secante (essendo t2 — o) e due 3-secanti distinte qualsiansi si incontrano 
in un punto di K  (essendo t0 =  o). Pertanto  K coincide con Parco IQ ^ .
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Rim ane così p rovata la seguente
P r o p o s i z i o n e  I. — Sta  K  un { k ,3 } —arco d i un piano grafico irriducibile 

izq (sq >  2). Denotato con m il massimo numero d i rette \-secanti d i K uscenti 
da un suo punto P, al variare d i P in  K. Risulta:

0  0  t0 > m ( m  —  2) .

Inoltre, se q >  4, K  ammette almeno una retta esterna; se q<L 4, gli unici { k , 3 }- 
archi priv i d i rette esterne sono quelli -  denotati con K3j6 , K 3j7 , K ij7 , K* 9 -  in­
trodotti nel secondo e terzo capoverso del presente numero.

3. Farem o ora qualche osservazione sulle cubiche di un piano di Galois 
S2j(?. Cominciamo a provare la seguente

PROPOSIZIONE I I .  -  Se tn un S 2f  ̂ una cubica irriducibile 0 è un k—arco, 
dev'essere k  <  3 se 0 è non singolare, e k <  4 se & è singolare. Per q >  8, 
ogni cubica irriducibile è un { N , 3}~arco. Per ogni q <  7 esistono di fatto  cu­
biche irriducibili che sono k—archi.

Dimostrazione. -  Se 0  è un /è-arco, cioè se 0  non am m ette 3-secanti, 
ogni 2-secante di 0  dev ’essere tangente a 0  in uno dei suoi due punti d ’incontro 
con 0. Supponiam o k >  3, e siano P i,  P2 due punti semplici di 0. L a re tta  
Pi P2 è allora tangente, per esempio in P i , a 0. Se P3 è un altro punto semplice 
di 0  (situato dunque fuori della re tta  P iP 2), la re tta  P 2P3, non potendo essere 
tangente in P3 a 0 (altrim enti la P1P3 sarebbe una 3-secante di 0, Pi e P3 
essendo sémplici per questa), deve risultare tangente in P 2 a 0. Poiché è 
unica la tangente in P 2 a 0, la cubica 0  non può possedere altri punti semplici 
aH’infuori di P i ,P 2,P3, Ne segue che è k — 3 se 0 è non singolare, m entre 
k — 4, se 0  è singolare. Poiché 0, supposta singolare, possiede N =  q , q -f- 1, 
q +  2 punti a seconda che il punto doppio sia un nodo, una cuspide o un punto 
doppio isolato, si ha che, se q >  4, ogni cubica singolare è un {N ,3}-a rco , 
con N — q „ q +  1 , q - f  2.

Sé 0  è non singolare, ossia ellittica, per il num ero N dei suoi punti val­
gono le seguenti lim itazioni dovute ad H. Hasse [4], § 4 (cfr. anche A. Weil [7], 
P- 70):

(12) (g q —• i)2 <  N <  (gq -f- i)2 ,

talché, se q >  8, risulta N >  4. Per quanto precede, ogni cubica non singolare 
di S2)̂ , con q >  8, risu lta dunque un {N ,3}-a rco .

Sono di verifica pressoché im m ediata i fatti seguenti: per q =  2, ogni 
cubica cuspidata è un  3-arco; per q =  3, ogni cubica nodata è un 3-arco; 
in S2)4 , la cubica nodata di equazione xyz  +  ( x — y f  (oc +  iy) — o (i, im­
m aginario 4i Galois) è un 4-arco; in S2j5 , la cubica ellittica di equazione 
2 xy2 +  x 2z —  xyz  +  y z2 =  o ed in S2j7 la cubica ellittica di equazione 
x 2y _|_ ^y 2z  _j_ xz2 =  o sono dei 3-archi. L ’asserto risulta così com pletam ente 
provato.

2 6 . -  RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. 3.



378 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XL -  marzo 1966

Dim ostriam o ora la
P r o p o s i z i o n e  II I.  — In  un piano di Galois S2}̂ , con q >  4, ogni cubica 

irriducibile ammette qualche retta esterna. Risulta inoltre:

0 3 ) h  >  ( # —  5 ) ( i i z i _  y$r)+ 4 , se ^ >  13 •

Dimostrazione. -  L a prim a parte  è u n ’im m ediata conseguenza delle 
proposizioni I e II; basterà dunque stabilire la (13). Se 0 è una cubica non 
singolare ed N denota il num ero dei suoi punti, sussiste la relazione (12) di 
Hasse, la quale continua a valere anche se 0  è singolare (purché irridu­
cibile). D enotato con (s — 1 , 2 ,  3) il num ero delle ^-secanti per un punto 
P di C, si ha evidentem ente:

0 4 ) * y < 5 ,

ed inoltre 2 v\  +  vi  =  N —  1 , v \  +  v \  +  v% =  q + 1 ,  da cui:

v\  =  q +  i —  ( N + ^ P — i ) / 2 .

Tenendo presente la (12) e la (14), dall’ultim a relazione si ricava:

(15) ( ^ + ^ - 3 )  ,

m  essendo il massimo degli interi v \ , al variare di P su 0. D alla (11) e dalla (1 5) 
segue allora la (13), nell’ipotesi che sia q >  13.
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