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A nalisi m atem atica . —- Sul teorema dell'alternativa per talune 
equazioni integrali singolari (*}. Nota di B e n e d e t t o  P e t t i n e o , pre
sentata (**} dal Corrisp. C. M ir a n d a .

Summary. ■— The usual representation formula (by means of potential theory) of 
the solutions of boundary-value problems is not the right one in the case of a non-regular 
oblique derivative for elliptic equations in the Euclidean space Sw (m > 3), because the alter
native theorem for the singular integral equation, which is obtained, does not hold (in L(2)).

In  un dominio W D lim itato dello spazio euclideo Sw a m>  3 dimensioni 
sia assegnata u n ’equazione lineare di tipo ellittico

(1) E ( u ) " ^ aAt^ k h  +  ? h ^  +  c u = f

e in ogni punto x  =  x ±, • • - , x m della frontiera FD di D sia assegnato un asse lx 
(orientato). Considero il problem a della derivata obliqua

( 0  ( E («) =  /  (x e D  —  FD) ,

(2) j  s (u) =  +  =  (V e F D ) ,

in opportune condizioni di regolarità pei coefficienti di E, per la frontiera FD 
e per la funzione p e l ’asse obliquo l  definiti in FD. Supposto (ma' solo per 
brevità) che esista la soluzione fondam entale principale G (x , y)  relativa 
alla (1), si cerchi la soluzione del problem a nella classe delle funzioni u  di 
quadrato  sommabile in D, con E (u) pure di quadrato  sommabile e con u  e le 
derivate dufixA di quadrato  sommabile in FD. Allora, com ’è ben noto, si può 
porre

(3) u (x )  =  —  j G ( x , y ) f ( y ) d y  +  2 j G ( x , y )  <p(y)dy a.
D FD

Se 9 è hòlderiana in FD, im ponendo la condizione (2), si perviene all’equa- 
zionq integrale singolare

(4) a  (x) <p (x) +  2 J s x G ( x , y )  9 (y) dy a =  q (x) (x e F D ),
FD

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca matematici del Con
siglio ' Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 12 marzo 1966.
(1) Per la terminologia ed i richiami sulle equazioni alle derivate parziali e sulle 

trasformazioni integrali singolari cfr, C, M iranda [8], [9].
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dove

(5) q (x) =  fo 0 ) +  f s* G ( x , y ) f ( y )  dy  (x  e FD) ;
D

nella (4), inoltre, l’integrale (singolare) è preso in valor principale ed il coeffi
ciente oc (x) si annulla quando -  e solo quando -  l’asse lx è tangente alla fron
tiera FD.

Posto, brevem ente, (quando 9 è hòlderiana)

(6) T(<p) =  2 J £ x G(x ,y )<p  (y) dy a (x e FD)
FD

(con l’integrale preso in valor principale), è ben noto <2> che T, come trasfor
m azione lineare <3>, è prolungabile per continuità in tu tto  lo spazio di H ilbert 
L (2), costituito dalle funzioni di quadrato  sommabile in FD, in cui il prodotto 
scalare (9^ , 92) ha la consueta definizione

(7) (<Pi, 92 )  =  J  9 i  0*0 9 2  ( x )  d e .
FD

Sia T* la trasform azione aggiunta di T. Considerata l’ equazione (4), 
prolungata in L (2),

(8) 0C9 +  T  (<p) =  q ( q e L (2))

e considerata pure l’equazione aggiunta

(9) a9 +  T* (9) =  q ( ? e  L <2)),

dim ostrerò quanto segue:
I) S e ,. almeno in  un punto x  d i  FD, è oc (x) =  o e se Vautoinsieme della 

equazione (8), oppure V autoinsieme delV aggiunta (9), ha dimensione f in ita , 
non vale -  per nessuna delle due equazioni -  i l  teorema delV alternativa <4>.

Il risultato  a cui sono pervenuto m ostra che la dim ostrazione di un even
tuale teorem a di esistenza per il problem a (1), (2) non può essere conseguita 
attraverso  la traduzione in equazione integrale da me considerata. Occorre 
perciò porre il problem a stesso in una classe funzionale più ampia, nella quale 
non sia più valida la form ula di rappresentazione (3).

(?) Cfr. S. G. M ih lin  [7]. Per la validità della (6) in L(2̂ efr. A. P. C alderon  e 
A. Zygmund [ii] .

(3) Per la terminologia ed i richiami, relativamente all’analisi funzionale, cfr. G. Fi- 
CHERA [2]; F. klESZ e B. Sz.-Nagy [io].

(4) Il teofema dell’alternativa, nella consueta formulazione, con riferimento (per esem
pio) all’equazione (8), è questo: Condizione necessaria e sufficiente affinché là,(8) abbia solu
zione (in L(2)) è che il termine noto ^ (€ L(2)) sia ortogonale all’autoinsieme, cioè ad ogni 
soluzione (in L(2)) dell’equazioue aggiunta pmogenea occp-f T* (9) =  o,
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i. Con riferim ento all’equazione (1), si denoti con v* la conormale esterna 
a FD nel punto x. Si ha

✓ \ 3 3 . 3
(I°) i r  =  To ^ r  +  T ^ >

dove l ’asse tx (ben definito quando t=[=o) è tangente a FD; si ha poi

(11)

e la (io) si può scrivere così

a

T 31 ~  £ [ <*r for

( I 2 ) di T0 3v
a . ^

^Xy+ x Cùr

Q uesta ha il vantaggio di esser valida in ogni punto x  di FD, anche quando 
l’asse tx non è definito. I coefficienti cor (come pure t 0 e t )  si suppongono 
convenientem ente regolari (in tu tta  FD).

Sia x 0 un  punto di (FD) in cui si annulla la funzione a (x). In  tale punto 
l’asse /  è tangente a FD, sicché risulta t  =  ±  1. Per conseguenza, una almeno 
delle funzioni cùr -  poniam o co-, — è non nulla, per esempio è positiva nel 
punto x 0 ; di guisa che si m antiene positiva in tu tto  un  intorno di x 0. T rasfor
m ando allora convenientem ente le variabili, è lecito supporre che il punto x 0 

(in cui oc =  o) sia l’origine degli assi, che FD contenga la porzione ef così 
definita

( x3) ^  -  {o < X 1 <  1 • ., o < x m„ ± <  1 , ^  -  0}

e quivi si abbia

^  TF =  Ì :  ( * £ y >

(sicché =  t  , o)2 — • • • — t ù m  —  o).
Ciò posto, si supponga -  per fissare le idee -  che sia di diipensione finita 

l’autoinsiem e U* dell’equazione (9); si am m etta quindi -  per assurdo — che 
per questa equazione, e quindi <-5) anche per la sua aggiunta (8), sia valido 
il teorem a dell’alternativa. Allora, com ’è ben noto <6>, esiste una costante 
K  >  p tale che si abbia

(T S) li 9 II <  K II oc<p +  T* (9) Il

per ógni funzione 9 (di L<2)) ortogonale all’autoinsieme U* della (9).
Il teorem a I resterà, dunque, acquisito se si dim ostra l ’esistenza (in L (2)) 

di un  sistem a { ^ n } ortonorm ale, ortogonale all’autoinsieme U* e tale che si

(5) Cfr., per esempio, G. F ichera [2], p. 152.
(6) Cfr. pure una nota condizione esistenziale di F ichera [3] e Faedo [i ].
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abbia

(16)

(»7)

lim || oc<p„
n —>oo

lim || T* (?„)|| =  o .

Sceglierò inoltre le funzioni cpn con la condizione 

(18) <p„(x) =  o

2. Se 9 è hòlderiana (in FD), risulta 

(J9) T* (?) =  2 j  <p (y) £y G ( y , x) dy a
FD

(con l’integrale preso in valor principale). Si ponga 

(2°) R (cp) =  2 t ( x ) j  dG^ ’X) ? (y) dy a

(x  e FD —  <F).

(x e FD )

(x  e F D ) ,

(2 1) Ro (?) =  2 f  [t (y)  —  t (x)] dGd  ’x) ? (y) dy a +
J °->l

FD

+  2 J r 0 (y) dGf x) 9 ( y ) d , a  +  2 f p  (y) G ( y  , x)  9 O') dy G (x  e FD)
FD ^ FD

(sempre con 9 hòlderiana) e si prolunghino per continuità R  ed Ro in L (2\  Se

(22) 9 (x) — o (x e FD —  of),

ricordando l’espressione (2) dell’operatore £, la (19), la (io ) e la (14), risulta

(23) T*(9) =  R ( 9) +  R o(9) .

In tan to  (in opportune condizioni di regolarità pei dati) la trasformazione Ro 
è completamente continua. M a allora, se i l  sistema {^ } e ortonormale, si ha

(24) lim [|R0 ( Ì ) | |  =  0 .
7 2 —> 0 0

B asta far vedere che è nullo un qualsivoglia elemento d ’accumulazione del
l’insieme com patto {R 0 (^/?)}; vale a dire (sostanzialmente), se

(25) lim Ro (<!0 =  q

(e se { }  è 'o rtonorm ale), si ha |<p jj =  o. A  tal fine m ostrerò che, com unque 
si assum a w  e L <2), si ha

(26) (3 >w) =  o .
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E d invero, dalla (25) si trae 

(27) (q ,w ) =  lim (Ró (^ ) ,  w) =  lim (<lh , R* (wj) ,
h - » o o  h —>oo

dove RJ è la trasform azione aggiunta di R o . O ra è ben noto, essendo { }
ortonorm ale, che, com unque si assum a v 6 L <2), si ha lim (<Ĵ  , v) =  o.

À —>00
Ciò premesso, per ogni « =  i , 2 , 3 , • • •, si consideri una funzione un (aq) 

della variabile xi, continua assieme alla sua derivata prim a u„ nell’intervallo 
( K f  . q r ) , nulla assieme alla sua derivata agli estremi di questo intervallo 
e tale che si abbia

(23)

R isulta

(29)

1/n

j* \un(x1)\2 dx 1 =  1 .
l / n + l

' 1 In

j  | U n (x±) |2 dx± >  O .
l/«-f 1

In tan to , la dimensione S dell’autoinsiem e U* dell’equazione (9) è (per ipotesi) 
finita; se § >  o, si consideri un  sistema completo {wr } (r =  1 , • • •, S) di 
autosoluzioni dell’equazione e si ponga, per ogni n ,

(30)
IfnPntr(x2 , • • * , #«) =  J  Un (x±) Wy (x) dx±

l/«+l
Poscia -  fissato n  -  per ogni h =  1 , 2 , 3 ,• • - , si consideri una fun

zione ■ Vnth(g) del punto £ =  x % • • •, x m- x , continua assieme alle sue deri
vate parziali prim e nell’insieme

> 2  <  ■ <^   ̂ + h + + ’ n -f h +1 ~  Xm 1 ~  n +  h

nulla assieme alle sue derivate prim e sulla frontiera di e tale che si abbia

(32) [ Vnih (£) I2 dx2 • • • d xm_ 1 =■ I ,

(33) L m  ($) pn, r{x% , • , 0) d x 2 • =  O (V =  I , • • •, 8).

(N aturalm ente, se § =  o, si impone a » ,^  la sola condizione (32) Si defi
nisca adesso in tu tta  la frontiera FD la funzione <p„:i (x) ponendo

■. (x i) v«>h (Z) per —L - < * ! <  — , = 0
(34) 4>n, h (X) = n +  1 

altrove.

(7) Non si manchi di notare la necessità dell’ipotesi m >  3,
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Si ponga quindi

(35) ^n,h ( X)  =  — dx±

dove, tenu ta  presente la (29),

(3 6 )

Si riconosce quanto segue:

1 InJ  | Un ( X j )  |2 d x x .

l/» + l

A) per ogni n , i sistemi e sono ortonormali;
B) per ogni n  e per ogni h , la funzione risulta ortogonale al siàtema 

{wr } (r =  1 , • • •, S) (quando c’è), e quindi all’ autoinsieme U* dell’equa
zione (9);

C) se n =j= n ' , si ha (qualunque siano h e h')

(37)

D) risulta

(38) (p̂ ) ~ 7̂2,// ■(«£’)   O ( ^ e F D - f )

e quindi vale la (23), cioè

(39) T* (^n,h) =  R  +  Ro ;

E) posto

(40) R'(?) =  - 2 ^ T ( ^ ) j G ( y ^ ) 9 ( j / ) ^  (x e F D ) ,
FD

risulta

(41) R Ok,*) =  R' (a-,.*) •

Fissato n , poiché il sistem a è ortonorm ale e la trasform azione Ro
è com pletam ente continua, ha luogo la (24), o meglio

(42) lim (I Ro (4'*,*)|| ,=  o ;
h —>- 0 0

per lo stesso m otivo, considerato che R ' è com pletam ente continua e che il 
sistema {&n>k} è ortonorm ale,

(43) lim I] R ' (&n,k) If =  o .
h —> 0 0

D a questa e dalla (42), tenuto  conto delle (39) e (41), si trae

(44) lim ||T*.(<kf>/0|| =  o .

Sia allora hn il m inim o tra  gli indici h pei quali si ha

(45)
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Posto

(4 ^) tyn " tyn,hn j

si ha subito la (17); peraltro, dalle proprietà A , C , B  segue che il sistema 
{9^} è ortonorm ale ed ortogonale all’autoinsieme U* della (9).

L a (16) si deduce infine dalla circostanza che la funzione cpn , cioè 
è nulla fuori dell’insieme

(47) —  , n + i + l

' " ' . n  + hn+ I

Ed invero, denotando con en il massimo della funzione j a (x) nell’insieme Sr(°„) , 
si ha

(48) ||a< p j <  £„ ||<p„|| =  e„

e la semplice continuità della funzione a (che è nulla nell’origine degli assi) 
assicura la validità della (16).
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