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Meccanica. —- S u r  un certain caractère tensoriel des charges 
concentrées. Nota di P e t r e  T e o d o r e s c u , presentata °  dal Corrisp. 
D. G r a f f i .

RIASSUNTO. — Partendo dalla nozione di forza concentrata, si indica un metodo uni
tario per costruire i carichi concentrati; in questa occasione si mette in evidenza un certo ca
rattere tensoriale di questi carichi e si fa una loro classificazione. Si fanno inoltre, alcune appli
cazioni.

i. I n t r o d u c t io n . -  U ne catégorie im portante de charges qui peuvent 
actionner en m écanique des solides déform ables est formée p ar les charges 
concentrées. Ju sq u ’à présent on a étudié surtout l’effet des forces concentrées 
et des m om ents concentres, charges q u ’on rencontre fréquem m ent. D ’autres 
charges concentrées ont été assez peu étudiées, quoiqu’elles peuvent ètre ren- 
contrées dans différents problèm es posés par la technique m oderne ou par le 
développem ent de la théorie des dislocations (cfr. [3]).

M entionnons q u ’on ne connaìt pas encore une définition tou t a fait satis- 
faisante de la force concentrée agissant dans un point intérieur ou sur le com 
tou r d ’un corps solide déform able. D ’ailleurs on peut faire une liaison étroite 
avec la question de l’unicité de la solution du problèm e ou avec la possibilité 
d ’appliquer le principe de B. de Saint V enant.

On peut definir le plus correctem ent une force concentrée agissant à l’inté
rieur d un milieu solide déform able infini (espace infini), par exemple, comme 
étan t la charge concentrée qui correspond à un certain état de tension et à 
un certain état de déform ation, ayant une certaine singularité dans le pòle 
(point d ’application de la charge concentrée); l’état de tension et l ’état de dé- 
formatiori correspondants seraient ainsi ceux q u ’on considère d ’habitude (le 
problem e classique) (cfr. [6]). C ’est vrai q u ’une telle définition n ’a pas un p re
gnan t caractère mécanique; mais, d ’après notre connaissance, on ne saurait 
donner une définition meilleure. E n effet, en superposant — p ar exemple — un 
état de tension uniform e (on aura done la m èm e singularité), on peut obtenir 
un autre état de tension et un  autre état de déform ation, ayant la m èm e charge 
concentrée resultante. U ne définition analogue peut ètre donnée pour toute 
autre charge concentrée, par exemple pour le m om ent concentre.

D ans ce qui va suivre nous allons supposer que la notion de force concen
trée est connue et nous allons indiquer une m éthode unitaire de construction 
des charges concentrées; à cette occasion on va m ettre en évidence un  certain 
caractère tens|oriel de ces charges et on va pouvoir en faire une classification. 
Quelques applications s’ensuivent. (*)

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966,
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2. E f f e t  local  DES ch a rg es  CONCENTRÉES. -  Considérons d ’abord le
—>

passage d ’un point A, de vecteur de position p, qui fait Tangle a avec Taxe 
Ox1, à- un point voisin O.

-7>-
P ar exemple, par la réduction de la force F dans le point O Ton obtient

une force F  appliquée en O et inclinée avec Tangle (3 par rapport à Taxe Ox1.

De mème, on obtient un mome?it dirige d ’après la direction norm ale à p, ayant 
T intensité Fp sin (p — a); ce m om ent sera considéré positif s ’il correspond à 
une rotation positive dans son plan Ox1 x2 (qui superpose la direction positive 
de Taxe O x1 sur la direction positive de Taxe Ox2 par une rotation d ’angle 
droit). On obtient encore un système de forces colinéaires de torseur nul (resul
tan te  force nulle et m om ent resultant nul), d ’ intensité Fp cos ((3 — a), que 
nous allons dénom m er dipóle des forces ou centre de dilatation dirigée\ il va 
ètre considéré positif si les forces concentrées qui le composent produisent un 
éloignem ent de leurs points d ’application et négatif dans le cas contraire.

Il est intéressant de rem arquer q u ’en utilisant ces charges concentrées 
on peut obtenir d ’autres systèmes de charges concentrées plu& complexes.

P ar exemple, par la superposition des effects de deux m om ents dirigés 
sur deux directions orthogonales, ayant des intensités égales, on obtient juste- 
m ent le moment concentre in térieur classique, qui a perdu son effect direction- 
nel, T éta t-de tension étan t à antisymétrie axiale\ c’est d ’ailleurs la propriété 
essentielle de ce m om ent.

De mème, Ton peut introduire dans le pian un quadripole, obtenu par la 
superposition des effets de deux dipòles orthogonaux d ’intensités égales; on 
constate que ce quadripole perd son effet directionnel. On obtient ainsi un  
centre de dilatation (ou contraction) plane pour lequel Tétat de tension est à 
symétrie axiale. D ’une m anière analogue, par la superposition des effets de 
trois dipòles orthogonaux d ’intensités égales, Ton obtient un centre de dilata
tion spati ale isphèrique).

Ces résultats ont été déjà signalés dans quelques traités classiques (par 
exemple [4]), mais comme une constatation et sans une justification appro- 
fondie, que nous allons tàcher de donner au point suivanf.

On peut généraliser les résultats ci-dessus à un système de forces concen
trées, actionnant à Tintérieur d ’un sousdom aine D ', petit par rapport au dom ai
ne D considéré; on obtient des résultantes dans différents points du sous
dom aine et on réduit ensuite les effets à un  seule point intérieur.

Soit encore un m om ent concentre M, agissant dans le point A; par la ré 
duction de ce m om ent dans le point O on obtient un m om ent concentré dans 
le point O et u n dipóle des moments concentres, d ’intensité Mp. Le signe peut 
ètre considéré comme positif ou négatif par com paraison à un tei dipóle dont 
le signe est donné arbitrairem ent.

D ’une m anière analogue, on peut considérer un  centre de dilatation D 
agissant dans le point A; par la réduction de ce centre de dilatation dans le 
point O on obtient un centre de dilatation dans ce dernier point et un dipóle
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des centres de dilatation, d ’intensité Dp. Q uant au signe de ee dipole, on peut 
proceder comme ci-dessus.

En p artan t des dipoles des m om ents concentres et des dipoles des centres 
de dilatation, ou bien des m om ents dirigés et des dipoles des forces concentrées 
et en utilisant ce procédé de passage à un point voisin, on peut obtenir aussi 
d ’autres charges concentrées d ’ordre supérieur.

3. Ch a r g es  c o n c e n t r é e s  d e  d if f é r e n t s  o r d r e s . Ca r a c t è r e  t e n s o 
r ie l  DES CHARGES CONCENTRÉES. -  D ans le cas de Pespace élastique ou bien 
du pian élastique l ’état de tension et l’état de déform ation ne présentent pas 
des particularités en fonction de la direction d ’action d ’une charge concentrée 
intérieure (force concentrée, m om ent dirigé ou bien un dipòle quelconque). 
C ’est dans le cas d ’un dom aine qui a au moins une partie de la frontière à 
distance finie q u ’apparaìssent des directions privilégiées, fonction de cette 
frontière.

Soit les forces concentrées f xi (i =  t , 2 , 3), ayant P intensité égale à 
Punité et actionnant en (x^) d ’après les axes O x1'; on observe aisément q u ’elles 
sont les composantes d ’un vecteur (tenseur du prem ier ordre). Si Pon note 
avec . / ( f xi) une com posante du vecteur déplacement, du tenseur déform ation 
ou du tenseur tension dans le point (x*), due à Paction de la force f xg, on ob
serve que f  ( f xi) sont aussi les composantes d ’un vecteur, en adm ettan t la 
superposition des efifets.

Les charges concentrées qui se com portent comme un tenseur du prem ier 
ordre en ce qui concerne l’état de tension et l’état de déform ation q u ’elles 
provoquent seront appelées des charges du premier ordre, Les forces concen
trées sont des charges du prem ier ordre. On observe que les dipoles des cen
tres de dilatation et les dipoles des m om ents concentrés sont aussi des charges 
du prem ier ordre.

Soit m ain tenant les mom ents dirigés M # d ’après la direction de l’axe 
Oxz et dans un pian parallèle au pian Ox* x J'\ leur intensité est obtenu p ar le 
passage à la limite

( 0  M y =  limF?-»oo
■0— 0

où F t- est Pintensité des forces qui form ent le m om ent et Cj est la distance 
entre leurs points d ’application. D ’une m anière analogue on obtient un dipole 
des forces D ^  d ’après la direction de l ’axe Oxk, Pintensité étant précisée par

(2) >̂kk =  lim F* ck.

ch ^

T enan t compte des conventions de signes adoptées auparavan t et du fait 
que F, et Cj sont les composantes de deux vecteurs, on obtient le tenseur du
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s e c o n d  o r d r e

|  D n ------ M 1 2 M 1 3

(3) !  M a i D 2 2 -— M 2 3

(  —  M 3 1 M 3 2 D 3 3

Soit mij et dkk des m om ents dirigés, respectivem ents des dipoles de forces 
ayant l ’inténsité égale à Tunité et appliqués dans le point (xfy; si Ton introduit
la notation

— mij (ì =)=/ ; ?v=  1 jJ  =  2 ; i  =  2 , j  =  3 ; i =  3 , j  =  1) ,

(30 pij = . mij ( i ^ j  ;* =  2 , IIIIMIICOIIII
( dkk » 11 =  1 , 2 , 3 ) .

on peut écrire dans le système de coordonnées O x ' 1 x '2 x ' 3 les relations 

(3") P'ki =  pìj «-ki <*ij >

o ù . a,y est le cosinus de Tangle formé par les directions Ox i et O xJ\
En notan t avec f  (m ^  et f  (dkj) les grandeurs géom étriques et m écaniques 

induites dans le point (oc1') p a r une seule charge concentrée et en adm ettan t 
la superposition des effets, on peut écrire

(4) /  (pii) =  /  (pij) .a-a cty.

On obtient ainsi un  tenseur du second ordre de la forme 

l /  (^11) — /  («12) /  <>13) ]

(4') T/  =  j f ( ™ 21) f ( d 2ì) — f ( m 23)
( — /  (m31) /  0 32) /  (d3Z) \

où la fonction /  représente un déplacem ent ul ou une tension Glm ou bien une 
déform ation zlm ou toute autre g randeur (rotation tolm etc.). C ’est ainsi q u ’on 
peut écrire, p ar exemple, la relation

(4") «/ (dj)  =  ui (^11) °Ì +  «/ (4a) a2 +  ui (4 s) al  +

+  [«/ C^2l) »/ ( ^ 12)] a2 +  [«/ (W32)  W, («23)] «2 «3+ [% ( « 13) —  (*»3l)]«3 a l >

où les a,- (i =  1 , 2 ,  3) sont les cosinus directeurs d ’une direction quelconque 
par rapport aux  axes de coordonnées Ox*.

Les charges concentrées qui se com portent comme un tenseur du second 
ordre en ce qui concerne Tétat de tension et Tétat de déform ation q u ’elles 
provoquent seront appelées des charges du second ordre. Les m om ents dirigés 
et les dipoles des forces sont des charges du second ordre.

Quelques idées dans cette direction peuvent etre trouvées dans [3].
L a partie antisym étrique de ce tenseur nous conduit à un  vecteur ayant 

les com posantes

(5) /  == y  U ( mij) +/(>»/()],
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d ’après l ’axe Oxk(i=^=j =j= k  =|= i)\ on obtient ainsi le moment concentre qui a 
des propriétés d ’antis ym étrie axiale, Les mom ents concentres sont des 
charges du prem ier ordre.

Le prem ier invarian t de ce tenseur, qui est un scalaire, nous conduit à 
un centre de dilatation spatiale ayant l’intensité

(6) f  — — [ f ( dn)  + /(^ 2 2 )  + / C ^ 33)]

et des propriétés de sym étrie centrale. Les centres de dilatation sont des 
charges d'ordre zero.

Le centre de dilatation m et en évidence la partie sphérique du tenseur et 
correspond à un changem ent du volume du milieu solide déformable. Le 
déviateur de ce tenseur va nous conduire aux changem ents de la forme.

D ans le cas p lan on a le tenseur (un seul indice est suffisant pour indiquer 
la direction de la charge concentrée)

, v j f ( dl) “ / W  j
■ l f ( ? " 2) f { d 2) ì ’

qui nous conduit au centre de dilatation plane,

(8) / W = | [ / K ) + / ( 4 )]

et au moment concentre

(9) /  (m) =  y  [ /  (mj) +  /  (m2)] .

L a dernière relation est aussi u n ’invariant dans le cas plan, done le m o
m ent concentré se com porte aussi comme une charge d ’ordre zèro dans ce cas.

On observe q u ’en passant d ’un point A  à un point voisin O on m et en 
évidence une charge d ’ordre supérieur, dont l’intensité s’obtient par la m ulti
plication avec une longueur (tenseur du prem ier ordre). E n p artan t d ’une 
charge d ’ordre n on obtient done, p ar ce procédé, une charge d ’ordre (n +  1).

P ar la contraction tensorielle on peut obtenir encore d ’autres charges 
d ’ordre plus petit.

4. APPLICATIONS. — D ans beaucoup de traités, classiques (par exemple 
[2L [7]) 1’efFet des m om ents concentrés est introduit à l ’aide des moments 
dirigés (un seul m om ent dirigé), ce qui n ’est pas correct que dans des cas tout 
à fait particuliers. Ce problèm e peut ètre mis en liaison avec le problèm e des 
directions principales du tenseur.

P ar exemple, dans le cas plan les directions principales seront précisées

f  {mi) — /  (m2]
f ( d i ) - f ( d l )

par

( 10)
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où a est 1’angle forme avex l’axe Ox1, et nous conduisent à

(10  / « »  (da) =  f ( d )  ±  - 1  [ /  (df) — /  (t/2)]2 +  [ / (mf) —  /  (m2) f

et à

( " ' )  / ( » * a ) = / 0 ) -

De m ème, les directions p r in c ip a ls  précisées par

(12) tg  2 « _  f ( d i ) —f(dz)  
f  (mi) — f ini i)

sont les bissectrices des directions déterminées ci-dessus et conduisent à

( 13) /extr ( r n a)  =  /  (m) ±  -  y [ / ( < / )  — /< & )]*  +  [f(nif) —

et à

( J3') f ( d a) = f ( d ) .

Les formules (11 ') et (13') perm ettent d ’observer que 1’ influence d ’un 
m om ent concentre ou d ’un centre de dilatation ne peut ètre introduite correcte- 
m ent à l’aide d ’un m om ent dirigé ou à Laide d ’un dipòle de forces que si la 
direction de ces dernières charges est une direction principale pour les dipo
les, respectivem ent pour les m om ents dirigés.

D ans le cas du demi—plan elastique x 2 >  o on a pour un  point de la 
frontière

0 4 ) f(m%) = / ( ^ i )  , /  (df) =  —  p / (df) ,

où (x est le coefficient de contraction transversale de Poisson. L a ligne de sépa- 
ràtion et la norm ale à celle-ci sont des directions p rin c ip a ls  pour les dipoles 
dans le point consideré, ce qui explique les résultats donnés dans [2] et [7].

En représentant le tenseur (7) à L aide des coordonnées cartésiennes obli
ques, on peut introduire dans un point anguleux de la frontière d ’un dom aine 
pian le m om ent concentre p ar la formule

(Is) / O )  =  ±  [ / ( « o  + / ( ^ ) ]  +  -  [ / « )  - /C « w ]  c tg « ,

où les indices nlyn2 et sl ys2 correspondent aux directions norm ales respective
m ent tangentielles dans ce point. Les indices 1 et 2 correspondent aux deux 
tangentes dans le point consideré, qui forment T angle co. C ’est ainsi q u ’on 
peut entreprendre une etude plus correcte que celles faites ju sq u ’à présent 
pour le problèm e de S. D. C arothers (cfr. [1]) (le coin pian élastique actionné 
p ar un m om ent concentré dans le sommet) et le paradoxe correspondant mis, 
en évidence par E. S ternberg et W .T . Koiter (cfr. [5]).

On peut rem arquer que les résultats ci-dessus ne dépendent pas de la 
nature du solide déform able considéré, nécessitant seulement la possibilité 
d ’appliquer la superposition des effets.
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U n problèm e qui reste ouvert est la liaison entre les mom ents concentrés 
^éfinis ci-dessus et les m om ents massiques qui apparaìssent en élasticité asy- 
m étrique.
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