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Meccanica. — Swur wun certain caractére tensoriel des charges

concentrées. Nota di PETRE TEODORESCU, presentata @ dal Corrisp.
D. GRAFFI.

RIASSUNTO. — Partendo dalla nozione di forza concentrata, si indica un metodo uni-
tario per costruire i carichi concentrati; in questa occasione si mette in evidenza un certo ca-
rattere tensoriale di questi carichi e si fa una loro classificazione. Si fanno inoltre, alcune appli-
cazioni.

- INTRODUCTION. — Une catégorie importante de charges qui peuvent
actionner en mécanique des solides déformables est formée par les charges
concentrées. Jusqu'a présent on a étudié surtout I'effet des forces concentrées
et des moments concentrés, charges qu’on rencontre fréquemment. D’autres
charges concentrées ont été assez peu étudiées, quoiqu’elles peuvent étre ren-
contrées dans différents problémes posés par la technique moderne ou par le
développement de la théorie des dislocations (cfr. [3]).

Mentionnons qu’on ne connait pas encore une définition tout & fait satis-
faisante de la force concentrée agissant dans un point intérieur ou sur le con-
tour d’un corps solide déformable. D’ailleurs on peut faire une liaison étroite
avec la question de l'unicité de la solution du probléme ou avec la possibilité
d’appliquer le principe de B. de Saint Venant.

On peut définir le plus correctement une force concentrée agissant a l'inté-
rieur d’un milieu solide déformable infini (espace infini), par exemple, comme
étant la charge concentrée qui correspond 4 un certain état de tension et 3
un certain état de déformation, ayant une certaine singularité dans le pole
(point d’application de la charge concentrée); Pétat de tension et 'état de dé-
formatlon correspondants seraient ainsi ceux qu’on considére d’habitude (le
probleme classique) (cfr. [6]) C’est vrai qu’une telle définition n’a pas un pre-
gnant caractére mecanlque, mais, d’ apres notre connaissance, on ne saurait
donner une définition meilleure. En effet, en superposant — par exemple — un
état de tension uniforme (on aura donc la méme singularité), on peut obtenir
un autre état de tension et un autre état de déformation, ayant la méme charge
concentrée résultante. Une définition analogue peut étre donnée pour toute
autre charge concentrée, par exemple pour le moment concentré.

Dans ce qui va suivre nous allons supposer que la notion de force concen-
trée est connue et nous allons indiquer une méthode unitaire de construction
des charges concentrées; & cette occasion on va mettre en évidence un certain
caractére tensoriel de ces charges et on va pouvoir en faire une classification.
Quelques applications s’ensuivent.

(¥) Nella seduta del 12 febbraio 1966,
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2. EFFET LOCAL DES CHARGES CONCENTREES. — Considérons d’abord le

>
passage d'un point A, de vecteur de position g, qui fait 'angle « avec l'axe
Ox«!, & un point voisin O.

—
Par exemple, par la réduction de la force F dans le point O l'on obtient
—
une force I appliquée en O et inclinée avec I’angle B par rapport a I'axe Oxl.

De méme, on obtient un moment dirtgé d’apres la direction normale a _p), ayant
I’intensité Fp sin (§ — «); ce moment sera considéré positif s’il correspond &
une rotation positive dans son plan Ox! 2 (qui superpose la direction positive
de 'axe Ox! sur la direction positive de 'axe Ox2 par une rotation d’angle
droit). On obtient encore un systéme de forces colinéaires de torseur nul (résul-
tante force nulle et moment résultant nul), d’intensité Fp cos (B — ), que
nous allons dénommer dipdle des forces ou centre de dilatation dirigée; il va
“étre considéré positif si les forces concentrées qui le composent produisent un
éloignement de leurs points d’application et négatif dans le cas contraire.

Il est intéressant de remarquer qu’en utilisant ces charges concentrées
on peut obtenir d’autres systémes de charges concentrées plus complexes.

Par exemple, par la superposition des effects de deux moments dirigés
sur deux directions orthogonales, ayant des intensités égales, on obtient juste-
ment le moment concentré intérieur classique, qui a perdu son effect direction-
nel, I'état de tension étant a antisymétrie axiale; c’est d’ailleurs la propriété
essentielle de ce moment.

- De méme, I'on peut introduire dans le plan un guadripéle, obtenu par la
superposition des effets de deux dip6les orthogonaux d’intensités égales; on
constate que ce quadripble perd son effet directionnel. On obtient ainsi un
centre de dilatation (ou contraction) plane pour lequel I'état de tension est &
symétrie axiale. D’'une maniere analogue, par la superposition des effets de
trois dipbles orthogonaux d’intensités égales, 'on obtient un centre de dilata-
tion' spatiale (sphérique). ‘

Ces résultats ont été déja signalés dans quelques traités classiques (par
exemple [4]), mais comme une constatation et sans une justification appro-
fondie, que nous allons ticher de donner au point suivant.

On peut généraliser les résultats ci—dessus & un systéme de forces concen-
trées, actionnant a 'intérieur d’un sousdomaine D’, petit par rapportiau domai-
ne D considéré; on obtient des résultantes dans différents points du sous-
domaine et on réduit ensuite les effets & un seule point intérieur.

Soit encore un moment concentré M, agissant dans le point A; par la ré-
duction de ce moment dans le point O on obtient un moment concentré dans
le point O et un dipdle des moments concentrés, d’'intensité Mp. Le signe peut
étre considéré comme positif ou négatif par comparaison a un tel dipdle dont
le signe est donné arbitrairement.

D’une maniére analogue, on peut considérer un centre de dilatation D
agissant dans le point A; par la réduction de ce centre de dilatation dans le
point O on obtient un centre de dilatation dans ce dernier point et un &zpdle
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des centres de dilatation, d’intensité Dp. Quant au signe de ce dipéle, on peut
procéder comme ci—dessus.

En partant des dipdles des moments concentrés et des dipéles des centres
de dilatation, ou bien des moments dirigés et des dipoles des forces concentrées
et en utilisant ce procédé de passage & un point voisin, on peut obtenir aussi
d’autres charges concentrées d’ordre supérieur.

3. CHARGES CONCENTREES DE DIFFERENTS ORDRES. CARACTERE TENSO-
RIEL DES CHARGES CONCENTREES. — Dans le cas de I'espace élastique ou bien
du plan élastique I'état de tension et I'état de déformation ne présentent pas
des particularités en fonction de la direction d’action d’une charge concentrée
intérieure (force concentrée, moment dirigé ou bien un dipéle quelconque).
C’est dans le cas d'un domaine qui a au moins une partie de la frontitre a
distance finie qu’apparaissent des directions privilégiées, fonction de cette
frontiére.

Soit les forces concentrées f,; (7= 1,2,3), ayant l'intensité égale 2
Punité et actionnant en (x}) d’apres les axes Ox‘; on observe aisément qu’elles
sont les composantes d’un vecteur (tenseur du premier ordre). Si I'on note
avec f (f,:) une composante du vecteur déplacement, du tenseur déformation
ou du tenseur tension dans le point (x%), due & l'action de la force f£,;, on ob-
serve que f(f,;) sont aussi les composantes d’un vecteur, en admettant la
superposition des effets.

Les charges concentrées qui se comportent comme un tenseur du premier
ordre en ce qui concerne I'état de tension et I'état de déformation qu’elles
provoquent seront appelées des ckarges du premier ordre. Les forces concen-
trées sont des charges du premier ordre. On observe que les dipéles des cen-
tres de dilatation et les dipoles des moments concentrés sont aussi des charges
du premier ordre.

Soit maintenant les moments dirigés M,; d’aprés la direction de I'axe
Oz* et dans un plan paralltle au plan Oz’ x/; leur intensité est obtenu par le
passage a la limite
(1) M;; = lim F,¢,

Fi->oo

¢ —>0
ou F; est l'intensité des forces qui forment le moment et ¢; est la distance
entre leurs points d’application. D’une maniére analogue on obtient un dipéle
des forces Dy, d’aprés la direction de I'axe Ox#, l'intensité étant précisée par

(2) Dkk: llm Fk Cpe
Fp—o0 -
cp—>0

Tenant compte des conventions de signes adoptées auparavant et du fait
que F; et ¢; sont les composantes de deux vecteurs, on obtient le tenseur du
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second ordre

‘ Dun — M2 Mis
3) ¢ Mgz Ds2 —Mossz -
—_— M31 M32 D33 s

Soit 7,; et dy des moments dirigés, respectivements des dipoles de forces
ayant U'inténsité égale a 'unité et appliqués dans le point (%5); si l'on introduit
la- notation

S—mij <Z‘:!:j;z.»:I,]’ZZ;Z.IZ,].=3;Z.:3,]'=I),
@) po={ my (Fjii=z,j=15i=3,j=2;i=1,;=3),
{ dké (i=j=é;,é:l,2,3),

on peut écrite dans le systtme de coordonnées Ox'1x'2x'3 les relations
rr '
3" Pr = pi; 0y 4y,

ol ay; est le cosinus de I'angle formé par les directions Ox'# et Ox/.

En notant avec f (m,;) et f (d;) les grandeurs géométriques et mécaniques
induites dans le point (x’) par une seule charge concentrée et en admettant
la superposition des effets, on peut écrire k

(4) S (Pw) = f () o 0y
On obtient ainsi un tenseur du second ordre de la forme

S (@) —f (my3) S (my3)
4" Ty= S (may) S (dyg)  —f (ma3) g)
—f (m3y) S (m32) S (ds3) |

ou la fonction f représente un déplacement #, ou une tension o,,, ou bien une
déformation ¢, ou toute autre grandeur (rotation w,, etc.). C'est ainsi qu’on
peut écrire, par exemple, la relation

C) w,(dy) = w,(dy) of + w,(dyy) 6§ + 1, (dyy) “g.‘l;
+ [t (rm91) — 04, (11219)] 0y Xg 4[24, (mg9) — 20, (1mg3)] oty o+ [0, (m13) — 22, (m31)]0tg 0ty

ol les a; (7 =1, 2, 3) sont les cosinus directeurs d’une direction quelconque
par rapport aux axes de coordonnées Ox’.

Les charges concentrées qui se comportent comme un tenseur du second
ordre en ce qui concerne I'état de tension et I'état de déformation qu’elles
provoquent seront appelées des charges du second ordre. Les moments dirigés
et les dipéles des forces sont des charges du second ordre.

Quelques idées dans cette direction peuvent etre trouvées dans [3]..

La partie antisymétrique de ce tenseur nous conduit & un vecteur ayant
les composantes

(5) fmp) =5 [f (m) + £ (mp)],
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d’aprés 'axe Ox* (/= j = k= ); on obtient ainsi le moment concentré qui a
des propriétés d’antisymétrie axiale. Les moments concentrés sont des
charges du premier ordre.

Le premier invariant de ce tenseur, qui est un scalaire, nous conduit &
un centre de dilatation spatiale ayant lintensité

© F(d) =5 [f () + / (dan) + f (d5)]

et des propriétés de symétrie centrale. Les centres de dilatation sont des
charges d’ordre zéro.

Le centre de dilatation met en évidence la partie sphériqgue du tenseur et
correspond & un changement du volume du milieu solide déformable. Le
déviatenr de ce tenseur va nous conduire aux changements de la forme.

Dans le cas plan on a le tenseur (un seul indice est suffisant pour indiquer
la direction de la charge concentrée)

Fdy  —fm)

2 Fom) )

qui nous conduit au centre de dilatation plane,

(®) @) =5 [f(@d) + 1 ()]
et au moment concentré

(9) fm)y = f m)) + f (ma)].

La derniére relation est aussi un’invariant dans le cas plan, donc le mo-
ment concentré se comporte aussi comme une-charge d’ordre zéro dans ce cas.
On observe qu’en passant d’un point A 4 un point voisin O on met en
évidence une' charge d’ordre supérieur, dont l'intensité s’obtient par la multi-
plication avec une longueur (tenseur du premier ordre). En partant d'une
charge d’ordre 7 on obtient donc, par ce procédé, une charge d’ordre (2 4 1).

Par la contract1on tensorielle on peut obtenir encore d’autres charges
d’ordre plus petit.

4. APPLICATIONS. — Dans beaucoup de traités classiques (par exemple
[2], [7]) Peffet des moments concentrés est introduit & I'aide des moments
dirigés (un seul moment dirigé), ce qui n’est pas correct que dans des cas tout
a fait particuliers. Ce probléme peut étre mis en liaison avec le probleme des
directions principales du tenseur.

Par exemple, dans le cas plan les directions principales seront précisées
par

_ flm)—f(m)
(10) 820 =— @)
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ou « est 'angle formé avex l’axe Oxl, et nous conduisent 3

(D) fou(d) =f (@) £ SV If @) —F @R+ [ (n) —F ()
et a

(11) S (ma) =1 (m).

De méme, les directions principales précisées par

S(d) —f(ds)
S (my) —f (m2)

(12) tg2a=

sont les bissectrices des directions déterminées ci-dessus et conduisent 2

(13)  fou () =F (m) & -V [/ {d) —F @) + [f(m) — F (m)P

\

et a
(13 S (do) =7 (d).

Les formules (11') et (13') permettent d’observer que I’influence d’un
moment concentré ou d’un centre de dilatation ne peut étre introduite correcte-
ment & I'aide d’'un moment dirigé ou & I'aide d'un dipéle de forces que si la
direction de ces dernitres charges est une direction principale pour les dipd-
les, respectivement pour les moments dirigés.

Dans le cas du demi-plan élastique 22> o0 on a pour un point de la
frontiére

(14) flmy) =f(m) ,  fldy) =—wf(dy),

ol p est le coefficient de contraction transversale de Poisson. La ligne de sépa-
ration et la normale & celle—ci sont des directions principales pour les dipéles
dans le point considéré, ce qui explique les résultats donnés dans [2] et [7].

En représentant le tenseur (7) & I'aide des coordonnées cartésiennes obli-
ques, on peut introduire dans un point anguleux de la frontiére d’un domaine
plan le moment concentré par la formule

(15) FOm) = [f ) 4 f ()] + = [F (do) —f (@] ctg o,

ou les indices 7,7, et 51,5y eorrespondent aux directions normales respective-
ment tangentielles dans ce point. Les indices 1 et 2 correspondent aux deux
tangentes dans le point considéré, qui forment I'angle w. C’est ainsi qu’on
peut: entreprendre une étude plus correcte que celles faites jusqu’a présent
pour le probléme de S.D. Carothers (cfr. [1]) (le coin plan élastique actionné
par un moment concentré dans le sommet) et le paradoxe correspondant mis.
en évidence par E. Sternberg et W.T. Koiter (cfr. [5]).

n peut remarquer que les résultats ci-dessus ne dépendent pas de la
nature du solide déformable considéré, nécessitant seulement la possibilité
d’appliquer la superposition des effets.
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Un probléme qui reste ouvert est la liaison entre les moments concentrés
éfinis ci~dessus et les moments massiques qui apparaissent en élasticité asy-
métrique.
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