
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Marco Lippi

Sugli elementi uniti nelle collineazioni dei piani liberi
e dei piani aperti. Nota I

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 40 (1966), n.2, p. 233–237.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1966_8_40_2_233_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1966_8_40_2_233_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1966.



MARCO Lippi, Sugli elementi uniti nelle collineazioni dei piani liberi, ecc. 233

Geometria. — Sugli elementi uniti nelle collineazioni dei piani 
liberi e dei piani aperti. N o ta  I di M a rc o  L ipp i, p r e s e n ta ta 0  dal 
Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — A fter having recalled some well known results on free and open projec­
tive planes, I prove some lemmas about the existence of a minim al free generator of a plane 
containing a given set of free generators. These results will be employed in another paper 
(« N ota II », to appear in these « Rendiconti » under the same title), where the configuration 
formed by the elements of a free projective plane which are left invariant under a collinea- 
tion will be investigated.

In  [1] il Baer ha dim ostrato che:
Le collineazioni d i periodo 2 di un piano proiettivo qualsiasi 0 sono omologie 

Cspeciali o generali), oppure ammettono come s otto piano degli elementi uniti un 
sottopiano proiettivo massimale.

In  una successiva «N ota II » dim ostrerò che i sottopiani proiettivi m assi­
m ali dei piani aperti non sono finitam ente generati; inoltre, utilizzando tale 
risultato  ed il teorem a di Baer, proverò che il sottopiano degli elementi uniti 
di una qualsiasi collineazione di periodo 2 { ( i  >  i) di un piano aperto è un 
sottopiano proiettivo non finitam ente generato. Nella presente N ota verranno 
succintam ente esposti — con varie osservazioni com plem entari -  quegli ele­
m enti della teoria dei piani aperti e dei piani liberi che saranno utilizzati 
nella «N ota II ». Le due Note riassum ono la Tesi di laurea da me sostenuta 
F u  novem bre 1965 presso PU niversità di Roma.

1. U na terna  costituita da un insieme di punti, un  insieme di re tte ed 
una relazionò di incidenza tra  essi chiam asi un piano parziale se, per due punti 
d is tin ti qualsiansi (del prim o insieme) passa al più una re tta  (del secondo 
insieme, a quelli incidente) e se due rette distinte hanno al più un  punto  in 
comune.

Chiam erò indifferentem ente elementi di un piano parziale i suoi punti 
e le sue rette.

Se per due punti distinti passa sem pre una ed una sola re tta  e due rette 
distinte hanno uno ed un  solo punto in comune, il piano parziale dicesi un  
piano complèto. U n  piano completo chiam asi non degenere se contiene un  q u a­
drangolo non degenere, altrim enti degenere.

L a nozione di piano completo non degenere coincide con quella di piano 
grafico irriducibile (vedi [7], p. 143), ossia di piano proiettivo.

Sono oNvie le definizioni di sottopiano parziale di un  piano parziale asse­
gnato (e quindi, in particolare, di un  piano proiettivo assegnato), nonché di (*)

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.
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collimazione di un piano parziale su d ’un altro. Se M ed N sono piani parziali 
tali che esista una collineazione di M su N, si dirà che M ed N sono isomorfi. 
Ove ciò non dia luogo a confusione parlerò semplicemente delle collineazioni 
di un  piano parziale, invece che delle sue collineazioni in sé.

Per i sottopiani completi (degeneri o proiettivi) di un piano completo 
userò la denom inazione ellittica di sottopiani. Se /  è una collineazione del piano 
completo tu, indicherò con iij il sottopiano parziale di tu degli elementi lasciati 
fissi da / .  E chiaro che tu^- risulta sempre un sottopiano di tu.

Sia tu un piano completo ed M un suo sottopiano parziale. Detto M + 
Linsieme degli elementi di tu incidenti con almeno due elementi distinti di M,

a. 00
$ia M i =  M U M +. Posto Mo =  M e M n — M w_! u  M * _ i, si ha che (J M z- è

»=o
un sottopiano di re: questo dicesi generato entro tu da M, e lo si indica con 
[M]^; si conviene allora di dire che M è un generatore di [M ]^. U n  piano com­
pleto dicesi finitamente generato se esiste un suo sottopiano parziale finito M 
tale che [M ]^ =  t u .

Sia x un elemento di [M]^ e si denoti con h il m inimo intero per cui x< è 
un  elemento di M a. Tale intero h(h~> o) chiamasi 1’ M -stad io  di x  e lo si 
indica con sM (x).

Sia x  un  qualunque elemento di [M]^ di M -stad io  h >  o; per definizione, 
esso è allora incidente con almeno due elementi di M -stad io  <  h. Se tali ele­
m enti sono esattam ente in num ero di due ed x  non è incidente con alcun ele­
m ento di M -stad io  h, si dice che x  è M -libero. Se tu tti gli elementi dell’in ­
sieme [M]^ —  M sono M -liberi, si dice che [MJj* è generato ^liberamente da 
M e che M è un generatore libero di [M]^. Sussiste, a proposito delle nozioni 
dianzi introdotte, il seguente:

T eorema i (Hall [4]).
i) Esiste ed è unico (a meno di collineazioni) il piano completo generato 

liberamente da un piano parziale M.
ii) Siano M1 ed M2 piani parziali , tu x e TU2 piani completi generati 

liberamente, rispettivamente, da M1 e da M 2. Se / 0 è una collineazione d i M 1 su 
M2, esiste ed è unica la collineazione di t u i  s u  TU2 che prolunga la f 0 .

In  particolare, nella ii) del teorem a l, può naturalm ente essere M1 =  M2, 
tui =  TU2, nel qual caso /  risulta una collineazione di tui in sè.

Si dice che il piano parziale M è degenere se il piano completo generato 
liberam ente da M è degenere, altrim enti non degenere. L a definizione ha senso 
per Lunicità asserita nella i) del teorem a 1. Se, in particolare, M è un piano 
completo, il piano completo di cui si afferma l’esistenza nella i) del teorem a 1 
e M stesso.

LEMMA i . -  Sia  M un piano parziale non completo e tu denoti il piano 
completo generato liberamente da Vi. tu è degenere se, e solo se, esiste un intero h 
tale che, per ogni x  d i tu , sM (x) < h .

Dimostrazione. -  Sia h l ’intero massimo tra  gli M -stad i degli elementi di tu. 
Poiché M non è completo, h >  o. Sia x  in tu e sia sM (x) —  h. Per ipotesi, x  è 
M -libero, dunque incidente con esattam ente due elementi di tu di M -stad io
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m inore di h e con nessuno di M -stad io  h. D ’altra parte, dalla definizione di h 
segue che tali due elementi sono gli unici di tu incidenti con x. D unque tu 
risulta riducibile ed è quindi degenere.

Per il viceversa, sia tu un piano completo degenere generato liberam ente 
dal suo sottopiano parziale M. Esam inati i vari casi possibili (si tenga presente 
la classificazione dei piani completi degeneri in [4]), si constata la validità 
del lem m a con h =■ 2.

Im m ediata conseguenza del lem m a 1, dianzi stabilito, è il:
L emma 2 .  — Sia  M un piano parziale finito non completo e tu  denoti il  

piano completo generato liberamente da M. tu  è finito se, e solo se, M è degenere.

2 .  Siano M ed N piani parziali contenuti nel piano proiettivo tu generato 
liberam ente da M. Si dice che N è u n ’estensione libera di M, se N contiene M 
ed inoltre, insieme ad ogni elemento x  di M -stadio  h, contiene i due elementi 
di M —stadio <  h incidenti con x. Vale in proposito il seguente.

L emma 3 (P ickert [6], p. 17). -  Siano M ed N piani parziali contenuti 
nel piano proiettivo tu  generato liberamente da M e sia N D M. Allora N è un 
generatore libero di tu  se, e solo se, N è un'estensione libera d i M.

In  particolare, ciascuno degli insiemi Mi — Mo U M q~, • • •, M„ , • • • r i­
sulta un generatore libero di 7u. Stabilirem o inoltre il:

L emma 4. -  Sia  {M* }*_€. : un insieme qualsiasi d i generatori liberi del 
piano proiettivo tu ,  ed M denoti Vintersezione di tutti i generatori liberi di tu  
contenenti u  M*. Allora M è un generatore libero di tu .

zGI
Dimostrazione. -  Sia j  un fissato elemento di I. In  virtù del lemma 3 e

del fatto che M-7 C M, basta stabilire che M è u n ’estensione libera di MÀ Sia
x  un elemento di M di M '-stad io  h e siano y  e z  gli elementi di M^-stadio <  h
incidenti con x, e si supponga, per assurdo, che y  non appartenga ad M. In
forza della definizione di M, ciò implica l’esistenza di un generatore libero di tu,
sia N, contenente U M*, m a non contenente y. Per il lemma 3, N è u n ’esten- 

1 * e 1
sione libera di M-7, sicché N, non contenendo y, non può contenere M a ciò 
contrasta col fatto che x  è un  elemento di M, onde l’asserto.

Il generatore libero M di cui si afferma l’esistenza nel lem m a 4, ossia 
il m inimo generatore libero contenente U M*, può anche coincidere con

i G I
l’intero tu.

L emma 5. — Se I è finito e se gli M-7 sono fin iti , anche M è finito.
D imostrazione. -  Fissato, come nel lemma 4, M-7, per le ipotesi di fi­

nitezza fatte, esiste un intero n tale che (M.i)n D u  M* ; (MS)H è un  genera­
le  i

tore libero di tu ed è finito; da ciò l’asserto.
Si verificja facilmente che il trasform ato di un generatore libero m ediante 

una collineazione è ancora un generatore libero.
Lemma 6 . — Sia f  una collineazione di tu  e sia N il minimo generatore 

libero contenente u  /(M * ). S i ha f  (M) =  N,
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Dimostrazione. - / ( M )  è un generatore libero di tu contenente U / ( M ‘).
j 6  I

D a ciò segue che / ( M ) D N .  Se si avesse /  (M) D N si avrebbe anche 
M D f - 1 (N). D ’altra parte, (N) è  un generatore libero di tu in quanto 
trasform ato, m ediante una collineazione, di N. M a ciò è  assurdo per il signi­
ficato di M, e per il fatto che (N) D u  M*.

3. Siano M ed N piani parziali e sia M C N. M dicesi completo in N se 
contiene ogni elemento di N incidente con due distinti elementi di M. Siano 
sem pre M ed N piani parziali e sia M C N. Dicesi completamento di M in N 
l’intersezione di tu tti i sottopiani parziali di N, completi in N, contenenti M. 
Tale com pletam ento è, ovviam ente, completo in N. Si noti che, se tu  è un piano 
completo ed M un suo sottopiano parziale, [M]^ è il com pletam ento di M in tu .  
D alla definizione di completezza segue subito il:

Lemma 7. — Sia  M completo in N ed N sia un sotto piano parziale d i H. 
Se gli^ elementi d i H — N sono incidenti con al p iù  un elemento di M, allora 
M è completo in  H.

L emma 8 (Hall [4]).
i )  Sia  tu un piano proiettivo generato liberamente da~M. e sia N un sotto- 

piano parziale di M, completo in M. In  tal caso [N]^ è generato liberamente da N.
ii) Sia  tu generato liberamente da M e sia N un sottopiano parziale di M. 

[N ], è generato liberamente dal completamento di N in idi.
U n piano parziale non vuoto dicesi irriducibile se è finito, se ogni suo punto 

è incidente con almeno tre rette e se ogni sua re tta  è incidente con almeno tre 
punti. I piani parziali irriducibili sono non degeneri.

U n  piano parziale dicesi aperto se è finito e se non contiene piani parziali 
irriducibili. U n  piano proiettivo dicesi aperto se non contiene piani parziali 
irriducibili. U n  piano proiettivo finito è un piano parziale irriducibile: dunque 
un piano proiettivo aperto è certam ente infinito. È ovvio che i sottopiani p roiet­
tivi dei piani proiettivi aperti sono aperti.

Indicherò nel seguito con A n, ove n sarà un num ero cardinale qualsiasi, 
un  piano parziale costituito da una retta, n — 2 punti su di essa e due punti 
fuori di essa. U n  è un piano parziale aperto non degenere. U n  piano proiet­
tivo generato liberam ente da un  A n si dirà un piano libero.

T eo rem a  2 ("Hall [4]). -  /  piani proiettivi liberi sono aperti.
TEOREMA 3 ( K  ope j kina [5]). - / s otto piani proiettivi dei piani liberi sono liberi.
•Si dànno esempi di piani proiettivi aperti che non sono liberi (vedi [3]).
Siano M1 ed M 2 piani, parziali finiti non degeneri. Siano e tu 2 piani 

proiettivi generati liberam ente, rispettivam ente, da M1 e da M 2. M1 ed M2 si 
dicono L -equivalenti se t u !  e tu 2 sono isomorfi. Due generatori liberi finiti di 
un  pi&no proiettivo sono L -equivalen ti come segue subito dalla precedente 
definizione.

Se il piano parziale finito M contiene a punti, b re tte ed i bandiere (coppie 
p u n to -re tta  incidenti) dicesi rango di M il num ero r (M) =  2 (a +  b) —  i.

Sussiste in proposito il seguente;
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L emma 9 (Hall [4]). -  Due piani parziali f in iti  L-,equivalenti hanno lo 
stesso rango.

TEOREMA 4 (Hall [4]). -  Sia  M un piano parziale aperto non degenere. 
M è L -equivalente ad un A n con n — r  (M ) —  4.

U n piano libero generato da un K n con n finito (piano libero finitam ente 
generato) sarà indicato con nn. Sussiste in proposito il seguente:

TEOREMA 5 (Hall [4]). -  Un piano proiettivo aperto finitamente generato 
e Ubero, ossia è un izn, con un n opportuno.

Dal teorem a 5 o, se si vuole, dal teorem a 3 si trae che un sottopiano fini­
tam ente generato di un piano aperto e quindi, in particolare, di un nn è un 
dove si dim ostra m  poter essere qualsiasi, purché > 4 .  In  un piano libero 
finitam ente generato esistono sottopiani proiettivi non finitam ente generati 
(vedi [3]). Essi sono com unque, per il teorem a 3, piani liberi.
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