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Geometria. — Gruppi transitivi di sostituzioni e t-reti. Nota di 
C l a u d i o  P e d r i n i , presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

Summary. — A necessary condition is given for the existence of a strictly transitive 
set of substitutions on n elements, of transitivity index /, where 4 <  /  <  n — 3. The result is 
obtained as a consequence of a theorem on the existence of non trivial /-nets of order n.

Nella presente N ota to vien stabilita una condizione necessaria per re s i
stenza di un insieme I strettam ente transitivo di sostituzioni; e si noti che non 
si esige che I sia un  gruppo. Più precisam ente, se I opera su n elementi ed 
ha indice di transitiv ità  /, dall’essere 4 <C /  <  n — 3 segue la congruenza 
n t ~  ±  1 (mod 6). Questo risultato  vien qui ottenuto sotto form a di 
un teorem a sull’esistenza di /-re ti d ’indice 1 e grado n.

1. A l c u n e  n o z i o n i  s u l l e  /—r e t i .  — Il professor B. Segre, nelle sue 
Lezioni di Istituzioni d i Geometria Superiore per Vanno accademico 1963-64 [3] 
ha esposto una teoria generale dei sistemi di blocchi di un  insieme finito; 
rim andando a tale testo (vedasi anche [ 1 ]) per una trattazione più completa, 
ci lim iterem o, nel presente num ero e al principio del num ero 2, a richiam are 
alcune nozioni essenziali per il seguito.

Sia P =  X X Y, con | X| =  | Y | =  n, un  insieme finito contenente rV 
elementi, che direm o punti: in relazione a tale « piano » P risultano definiti 
due sistemi di generatori e vengono detti indipendenti due punti che non 
stiano su di un medesimo generatore. Chiam iam o blocco f  del piano P ogni 
insieme di n punti unisecante i generatori di P. U na  rete d i grado n  è allora 
un insieme { / }  di blocchi di P. U na rete K è sem pre derivabile da un insieme 
d i sostituzioni su n elementi, nel senso che, considerato un blocco h è K e 
posto =  A-1 / ,  risu lta { /}  =  h S ove S è l’insieme di sostituzioni su X de
scritto da al variare di /  in K. In  casi particolari, l’insieme S può n a tu ra l
m ente essere un gruppo di sostituzioni.

A partire  da insiemi /-tran sitiv i di sostituzioni si ottengono le /-re ti; 
una di queste è dunque tale che, com unque si fissino /  punti indipendenti 
di P, esistono esattam ente k suoi blocchi che li contengono. Nel seguito ci lim i
terem o a considerare il caso in cui k — 1, cioè quello delle /-re ti in senso stretto, 
e denoterem o con una /-ré te  di grado n e indice k =  1.

Si pone allora il problem a dell’esistenza di qualche K i}n per dati valori 
di /  e n, soddisfacenti l’ovvia condizione /  <  n. D iremo banale una K/>w per 
cui Z >  n —  2.

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.
(1) Che espone alcuni risultati della tesi di laurea discussa dall’autore presso l’Università 

di Roma (novembre 1965).
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Per /  =  2, tale problem a è strettam ente collegato con quello dell’esistenza 
di piani grafici finiti (cfr. B. Segre [3], 20-5-7). B. Segre ha dim ostrato ([3], 
20—6—15) l’esistenza di K3* tali che la 2—rete o ttenuta im ponendo un punto 
(cfr- [3]. P- 78) sia non desarguesiana: negli esempi da lui addotti, una sif
fa tta  3-re te  risu lta derivabile da un  gruppo. Oggetto di una m ia prossim a 
N ota sarà la costruzione di una classe di 3—reti non derivabili da un  gruppo.

In base ad un  noto teorem a di Jordan  ([2]) sui gruppi di sostituzioni 
4 -transitiv i d ’indice dispari, esiste una sola 4 -rete  (in senso stretto) non 
banale, derivabile da un  gruppo: quella associata al gruppo di M athieu Mu.

B. Segre ha dim ostrato in [3] una condizione necessaria cui debbono sod
disfare gli interi t  e n affinché esista qualche K ti„ . A pplicandola a ta luni valori 
particolari di t  e n si prova la non esistenza di nessuna K 4j9 , K 4j10 , K 6>13, 
derivabile o meno da un gruppo (cfr. [3], 20-7-11) <2>.

2. U n  TEOREMA s u l l ’e s i s t e n z a ,  d i  K,,„ n o n  BANALI. -  Sia K #>„ una /-re te  
d ’ordine n e si denoti con / 0 un suo blocco qualsiasi; indicato con N f- 
(o <  i  <  / — 1) il num ero dei blocchi di K ,;B, distinti d a / 0 , e aventi esat
tam ente i punti in comune con / „ ,  risulta:

N ,_x

N ,_2 =

n 
t — 1 [(n —  t +  1) —  1],

[(« •— t  - f  2) (n —  / +  1) —  1 ] / — 1 
/ — 2 N,t - i  >

( 0 Ni

N n

: j  [(n —  1) (n —  2) - • • (n —  /  +  1) — 1]

N 2 -
' / —  1 

1 Nt - l  j

t - 1

;N — I — 2 X -
*=1

I
ove N — n ( n— i) (n— 2) • • • (n —  t + i )  designa il num ero dei blocchi di K fìH.

In  relazione al b lo cco /0, le coppie (A , B) di punti indipendenti del piano P 
su cui e tracciata  n , che non giacciono su f 0, possono venire classificate in 
base al numero X ( A , B) dei punti distinti secondo cui i generatori per A e B 
s e g a n o /0 . Più precisam ente, direm o (con B. Segre) che la coppia (A , B) è 
di I, II, o I I I  tipo rispetto a f 0 a seconda che X (A ,B ) sia eguale rispettiva- 
m ente a 4, 3, 2. U na coppia di I I I  tipo è costituita da punti distinti sim m e
trici rispetto a / 0 , e viceversa (ogni blocco f e  definisce una sim m etria cy 
del piano P: cfr. [3], 30-3-6).

Definiamo poi, in relazione a d / 0 , i seguenti caratteri (per o < i < t — 1): 
ri — nùm ero dei blocchi di passanti per una .fissata coppia ( A , B), 

di I tipo rispetto a f Q, aventi ciascuno esattam ente i punti a comune con f 0 ;

(2) Nella tesi di laurea sopra citata, mediante l’applicazione di tale diseguaglianza, 
trovasi inoltre dimostrata la non esistenza di nessuna K442 , K444 , K446.

16. -  RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. a.
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Ui =  num ero dei blocchi di passanti per una fissata coppia ( A , B), 
di II tipo rispetto a / 0 , aventi ciascuno esattam ente i punti a comune con / 0;

Si — num ero dei blocchi di passanti per una fissata coppia ( A , A ') 
di punti sim metrici rispetto a / 0 , aventi ciascuno esattam ente i punti a 
comune con / 0 .

D alla definizione si ha che -  per una data  rete -  gli interi non nega
tivi Ti risultano a priori funzioni del blocco / 0 e della coppia (A , B) conside- 
rati; ed analogam ente per % e s{. In  relazione ad ogni blocco di ¥ L t ,n  e ad 
ogni coppia risulta:

t- 1 t- 1 t- 1
X  *"«• =  X  % =  2  Si =  (n — 2 ) (n  — 3) • • • (« — t +  1).
z = 0 z'—0 i—0

D im ostriam o il seguente
TEOREMA. — Se K 4jM è una Avrete non banale, zzzz/z risulta n >  7, consi- 

derati un qualsiasi blocco f  di zz/ zzzzzz qualunque coppia (A , A ') z/z punti
distinti simmetrici rispetto a f ,  non esiste nessun blocco di zAz contenga
(A , A ') ed abbia esattamente due punti in comune con / ,  ossia: s% =  o.

Dimostrazione. — Supposta esistente una zp-rete non banale siano
f 0 un blocco di com unque fissato e /  un qualsiasi blocco esattam ente
bisecante / 0 . Indicato con (i — 1 , 2 , 3 )  il num ero delle coppie (ordinate) 
di punti situati su / ,  di z-esimo tipo rispetto a / 0, si ha:

(2) zi =  (n —  2) (n — 5) +  z3 .

Sia infatti A  un punto di / t a l e  che il suo simmetrico A ; rispetto a f 0 non ap p a r
tenga a / ;  detti allora M ,N  i punti costituenti /  n / o  ed H , K  le intersezioni 
dei generatori passanti per A con il blocco / 0 , siano LL, K ' i punti comuni a /  
e ai generatori passanti per H , K  e non contenenti A. R isulta allora K/;
com unque si prenda un punto B su /  distinto da A  ,M  , N , H ', K ', la coppia 
(A , B) è di I tipo rispetto a / 0 . Si possono pertanto form are n —^  coppie di 
punti di /  aventi A  come prim o elemento e di I tipo rispetto a / 0 . Se invece 
A! e fj  di coppie siffatte ne esistono n —  4: al variare di A  nell’insieme degli 
n —  2 punti di /  non situati su / 0 si trova la (2).

Poiché il num ero delle coppie ordinate di punti di /  non appartenenti a 
/ 0 è (n —  2) (n —- 3) risulta inoltre:

(3) +  c% +  C3 =  (n —  2) (n —  3).

Poiché la (2) e la (3) non dipendono dal particolare blocco /  scelto, som
m ando le relazioni fornite dalle (2), (3) al variare di /  nell’insieme degli N2 
blocchi di E b i s e c a n t i  / 0, si ottengono le:

( Ci =  N 2 (n — 2) (n — 5) +  C3 ,
(4) ( .Ci +  C2 +  C8 =  N2 (« — 2 ) ( n  —  3) ,

ove si è indicato con Q  il num ero complessivo delle coppie ordinate di z-esimo 
tipo (rispetto a / 0) situate sui vari blocchi di bisecanti / 0 , ciascuna coppia
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essendo contata tan te  volte quanto  è il num ero dei blocchi bisecanti / 0 che la 
contengono. In  base alla definizione dei caratteri , % , risulta allora:

(5) Cl =  X  r2
(A,B)

C2 == X  U2
(A,B)

c3 = X 2̂
(A, A')

ove le tre somme considerate vanno estese all’insieme delle coppie di punti 
rispettivam ente di I, II  e I I I  tipo rispetto al fissato blocco f 0 (e similmente nel 
seguito).

Poiché in tu tte  le considerazioni fin qui svolte la scelta del b lo c c o /0 era 
del tu tto  arbitraria, facendo variare / 0 tra  gli N =  n (n ■— 1) ( n —  2) (n —  3) 
blocchi di K4s„, dalle relazioni (4), tenendo conto anche delle (5), si ricavano 
som m ando le altre:

(6)

avendo posto:

( X —  Z =  N N2 (n — 2) (n — 5) ,
| X -f- Y -j- Z — N N2 {n —  2) (n — 3) ,

X = 2/ 0 c k4)H X  r2
(A,  B)

Y = 2
/o e  K4,n

X U2,
(A,B)

Z= X .2 *
/ » e  Ki , n  (A, A')

(si ram m enti che i caratteri sono funzioni definite nell’insieme delle coppie 
{ /o ■> (A > con (A , B) di I tipo rispetto a / 0 ; analogam ente per e s )̂.

Sia ora (A , B) una qualsiasi coppia di punti indipendenti del piano P 
su cui è tracciata K 4^, e siano A ' , B ' i loro coniugati (cfr. [3], 20-3-2). Con
siderato un blocco / 0 € passante per A  e B, tu tti blocchi / d i  K i>n bise
c a n ti/) ,  non contenenti nè A nè B e passanti per uno dei due punti A ', B ' (ma 
non per entram bi), sono tali che:

(a) (A , B) è di II tipo rispetto a / ;
(b) «2 [(A, B) , / ]  >  0.

Invero, la (a) segue subito dalle precedenti definizioni e la (b) è evidente 
in quanto, per ipotesi, il b lo c c o /0 contiene la coppia (A , B) ed è bisecante / .

Indichiam o con N* il num ero dei blocchi /  di K4>* verificanti le proprietà 
(a) e (b) (con che N* risulta una funzione della coppia (A , B) e del b lo cco /0 
fissati). D im ostriam o la relazione:

(7)
^  ■ ( A , B ) € / 0X X u2= X X n*

/ « e  (A,B) ( A , B ) / , 6 K 4i,

(ove a prim o m em bro si somma rispetto alle coppie (A , B) di II tipo rispetto 
a f  e a secondo m em bro rispetto a tu tte  le coppie di punti indipendenti del 
piano P; analogam ente-nel seguito). Siano /  un blocco di K 4i„ ed (A , B) una 
coppia di II  |tipo rispetto a / :  il b locco/  e la coppia (A , B) vengono contati 
nella som m a a prim o m em bro della (7) tan te volte q u an t’è il num ero dei 
blocchi passanti per (A , B) e bisecanti / ,  cioè u2 [(A , B) , / ) ] ;  d ’altronde lo 
stesso num ero di volte il blocco /  com pare nella somma a secondo membro,
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in quanto  sono i blocchi f 0 passanti per (A , B) rispetto ai quali /  verifica 
le proprietà (a) e (b), onde la (7), ossia:

(A5B )G /0

Y =  2  2  N*.
( A , B ) / , e K 4

V alutiam o ora N*. I blocchi passanti per A ' ed aventi 3 punti in comune

(
f i   2\

 ̂ j e quindi quelli

contenenti A ' e bisecanti f Q sono in num ero di:

(n (n — 2) (n — 3) > 
2

( f i  ___ 2 ) \ '} /l  __ ■ 2̂ )
Poiché —-------—----- —  è altresì il num ero dei blocchi contenenti B ' e aventi2
esattam ente due punti in comune con / 0, si ha:

N =  (n — 2) (n —  3) •— s2i

ove si è indicato con 2̂ il num ero dei blocchi di bisecanti f 0 e contenenti 
la coppia (A ' , B '), la quale è di I I I  tipo rispetto ad ogni blocco passante per 
A e B. R isulta pertanto:

( A , B ) € / 0

Y = 2  2  [ ( * - 2) ( # - 3) - 4 ] ;  .
(A,B) f 0 e  K4;n

sicché, essendovi (ri-— 2) (n — 3) blocchi di K 4j  ̂ contenenti la coppia (A ,B ) 
ed n2 ( n — 1) coppie di punti indipendenti di P, si trova:

( A , B ) C / 0

(8) Y =  n2 (n —  i)2 (n — 2)2 (n —  3)2 —  2  2  ^  •
(A,B) / , 6 K 4i,

Atteso il significato dell’intero s2ì si ha poi:

(9)
( A , B ) e / 0

z = 2 2 2̂ ;
(A,B) / , 6 K m

e poiché rfi (n — i)2 (n —  2)2 (n — 3)2 =  N2, dalle (8), (9) si ricava: 

(io ) Y +  Z =  N2.

Calcoliamo N2 dalle (1) ponendovi t  =  4:

N  ^  n ( n — i ) {n — 3) _

T enuto  conto dell’espressione così trovata  per N2, le (6) e la (io ) equivalgono 
al seguente sistema lineare nelle incognite X , Y , Z:

/ Y +  Z =  N2

} X +  Y +  Z =  N2\ 1 1 2

[ X — Z =  N2 (” ~ 5)
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il quale porge:

X =  N21” , Y =  N2 , Z =  o .2 } ’

L ’ultim a relazione si scrive più esplicitamente:

2  X  sz — o ;
/ 0 e K 4>„(A ,A ')

sicché, essendo per definizione S2 >  o, segue che, com unque si scelgano un 
blocco / 0 e K4â  ed una coppia (A , A ') di punti simmetrici rispetto a f Q risulta 
S2 =  o e cioè -  come asserito -  non esiste nessun blocco di passante
per (A , A ') ed esattam ente bisecante f Q.

3. A l c u n e  c o n s e g u e n z e .  -  D al teorem a del n. 2 si ricavano, come 
vedremo, due corollari.

A d  ogni K4}ft con n >  7 è associato un sistema di Steiner S (2 , 3, n —  2); 
pertanto affinché esista una IQ ^  non banale è necessario che risulti:

n =  3 oppure n ~  5 (mod 6).

Dimostrazione. -  Supposta esistente una K45„, con n >  7, siano / 0 un 
blocco arbitrario  di IC ^  ed (A , A ') una qualsiasi coppia di punti distinti 
sim m etrici rispetto a / 0 . Scelta s u / 0 una coppia (B ,C ) di punti indipendenti 
da A, per i quattro  punti A  , A'., B ,C  passa uno e un solo b lo c c o /e  . In  
base al teorem a, tale blocco non può essere b iseca n te /0 : esiste dunque almeno 
un punto D, distinto da B e da C, appartenente a / O / 0 ; m a si noti che / n / 0- 
non può contenere quattro  punti distinti, poiché -  altrim enti -  / e / 0 coinci
derebbero, m entre invece /  passa per i punti A , A ' che non stanno su f 0 . Il 
punto D, così ottenuto a partire  dalla coppia B, C,  è unico: se infatti esistesse 
un altro blocco, contenente A  , A ' , B , C e intersecante ulteriorm ente f0 in 
un punto D y idi verso da D, per i quattro  punti indipendenti A , A ; , B ,C passe- 
rebberO| due blocchi distinti di K ^ ,  il che non può essere per la definizione 
di 4 -rete. Indicato con a l’insieme degli n —  2 punti di / 0 indipendenti da A, 
le terne  di punti di a costituite dalle intersezioni con / 0 dei vari blocchi conte
nenti (A , A ')  e trisecanti / 0 form ano dunque un sistema di terne di Steiner 
S (2 , 3 , n —  2), onde l’asserto.

Condizione necessaria affinchè esista una K f>n, con 4 < t < n  —  3, è che 
risulti:

(11) n —  t — ±  1 (pnod 6).

Dimostrazione. -  Supposta esistente una K/jM non banale, con t >  4 
(tale cioè che risulti 4 < t< L n  —  3), im ponendo ad essa quattro  punti indipen
denti si ottiejne una K4j%_jf+4. L ’intero n — / +  4 deve pertanto  soddisfare al- 
l’una o all’a ltra  condizione espressa dal precedente corollario, onde l’asserto.

Sia ora H un insieme di sostituzioni su n elementi strettam ente transitivo  
di indice t. C onsiderato H come una 4 -re te  del piano P =  X X X ? con
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I X I =  n, dall’u ltim a proposizione si ricava che gli interi n e t  debbono sod
disfare alla (11).

Osserviam o infine, che, in base al prim o corollario la possibilità di am 
pliare un  piano affine d ’ordine n in una q -re te  d ’ordine n +  2 (cfr. [3], 20-7) 
è lim itata a quei valori di n tali che:

n +  2 ~  3 oppure n +  2 '=  5 (mod 6).
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