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Matematica. — Alcune osservazioni sulla teoria delle reti^K N o ta  
di P i e r  V i t t o r i o  C e c c h e r in i ,  p rese n ta ta  (**} d a l Socio B. S e g r e .

Summary. — A fter some rem inders on net theory (no. 1, 2), a simple necessary a rith ­
metical condition is given for a net to be derivable from a group, and fu rther necessary con­
ditions for the existence of a non triv ial net are derived from a recent result by  C. Pedrini. 
Some consequences are then deduced.

I. L a nozione di rete consente fra 1’altro di studiare gli insiemi di sosti­
tuzioni su n lettere, anche nell’ipotesi che queste non formino un gruppo. 
Essa è stata  in trodotta da B. Segre [4], (pp. 46-260), a cui si debbono approfon­
dim enti molteplici sull’argomento, inquadrati in una teoria generale delle 
stru ttu re  finite. Incom inciam o con alcuni richiam i riguardo a quella, rinviando 
all’opera citata per ulteriori inform azioni.

U n  « piano cartesiano finito d ’ordine n » è -  per definizione -  un in­
sieme, P == X X Y, prodotto  cartesiano di due insiemi X ed Y dotati di un 
medesimo num ero finito n di elementi. U na coppia .(oc , y) con x  6 X , y  e Y 
viene brevem ente chiam ata un « punto » di P.

Due punti (x , y)  , (V, y !) di P vengono detti indipendenti se x  x ' e 
y  ^  y r ] dipendenti nel caso contrario (oc — x* e/o y — y ’). Piu punti di P 
diconsi (fra loro) indipendenti, se tali sono due qualunque purché distinti di 
essi. U n  sottoinsieme / d i  P, che sia costituito da n punti indipendenti, chiamasi 
un  blocco di P. E chiaro che, se /  è un blocco di P, la terna  ( / ,  X , Y) defi­
nisce una a p p l i c a z i o n e  biunivoca /  : X Y (una s o s t i t u z i o n e  
su X se Y =  X); e viceversa. Due punti (x , y) e (xf, y r) di P diconsi fra loro 
sim metrici rispetto ad un  blocco /  se y ' == f  (oc) e x ’ =  f ~ x (y).

U na rete (in senso stretto) K tì9t di P è, per definizione, un insieme di 
blocchi di P, tale che t  punti indipendenti qualsiansi di P appartengano ad 
uno e un sol blocco di K*jW.

Si dice che una rete K*,* di P è derivabile da un gruppo, se esiste un blocco /  
di P tale che l’in s ie m e /-1 -K/» di sostituzioni su X risulti un gruppo (la scrit­
tu ra  / - !  K/,* denota l’ insieme delle sostituzioni f ~ xg  con g e ¥ L /;n, il p ro­
dotto f  ~l g  essendo inteso in senso operatorio).

Se A / =  (pei , yi) con i =  1 ,2  , s sono j  < t punti indipendenti,
arbitrariam ente fissati nel piano cartesiano P d ’ordine n, l’insieme P, ottenuto 
da P sopprim endone tu tti i punti (oc , y) dipendenti con almeno un  punto A,-, 
è un piano cartesiano finito d ’ordine n —  A llora ogni blocco di P contenente 
quegli s punti interseca P secondo un  blocco di P. Si dim ostra agevolm ente

(*) Lavoro eseguito nelPam bito delPattività dei G ruppi di ricerca m atem atici del C .N .R., 
per Tanno 1965-66 (Gruppo n. 17).

(**) Nella seduta del 12 febbraio 1966.
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(cfr. B. Segre [4], p. 79) che la to talità  delle sezioni con P dei blocchi di K,,* 
passanti per tu tti i punti Ai , A 2 , • • •, A , è una rete di P, la quale viene
detta la rete dedotta da K t , n per imposizione dei punti Ai , A2 , • • •, A , .

Ricordiam o infine (cfr. ad esempio B. Segre [4], p. 305) che un sistema 
di Steiner § (k , h , p) è un sistem a di h -pie non ordinate di elementi distinti 
di un  dato insieme S di p  elementi, tale che k elementi qualsiansi (purché 
distinti) di S appartengano ad una e una sola >z-pla di S.

2. Allo scopo di stabilire alcune proprietà com plem entari delle reti, 
è opportuno richiam are taluni risultati, per la cui dimostrazione si può con­
sultare la bibliografia indicata.

I. -  Se G è un gruppo strettamente 2-transitivo d i sostituzioni su d i un 
insieme di q oggetti, allora q è necessariamente una potenza di un numero primo 
(cfr. R. D. Carm ichael [1], p. 145, teor. V).

II . -  Sia una rete d i un piano P d'ordine n >  7, e siano f  un blocco 
di e A , A r una coppia di punti distinti simmetrici rispetto ad f .  Nessuno 
dei blocchi di passanti per A  e per A! ha esattamente 2 punti in comune 
con f  (cfr. C. Pedrini [2]).

II I . -  Condizione necessaria per l'esistenza di un sistema d i Steiner 
& (2 , 3 , m) è che risulti m  — 1 {mod. 6) ovvero m — 3 (mod. 6) (cfr. J. Stei­
ner [5], od anche B. Segre [4], pp. 305-306).

Si dim ostra (cfr. M. Reiss [3]) che la condizione espressa dalla I I I  è 
anche sufficiente per l’esistenza di un § ( 2 , 3 ,  m), m a ciò non interviene nelle 
deduzioni successive.

Basandosi sulla II, lo stesso Pedrini è riuscito ad associare ad ogni 
un sistem a di S teiner S (2 , 3 , n —  2) e quindi ad ogni K ttn un sistema di 
Steiner S (2 , 3 , n —  t +  2). D a ciò e dalla I I I  si ha subito che:

IV. -  Condizione necessaria per l'esistenza di una K /s* con 4 <  t <  n —  3 
è che sia n —  t  == ±  1 (mod. 6).

L a seguente nota proposizione V  si ottiene infine come caso particolare 
dalla (i i i r) di B. Segre [4L p- 268, ivi stabilita nel corso di uno studio di si­
stemi d ’incidenza (complessi a due indici) più generali dei sistemi di Steiner.

V. -  Condizione necessaria affinchè esista un sistema d i Steiner S (k , h , p), 
è che tu tti i numeri

O  — r) - - - ( p ~ k +  1 )[[(h -— r)- - - (h —  k +  1)]

risultino interi, per ogni r — o , 1 , • • •, k  —  1.
Osserviam o esplicitam ente che la proposizione V generalizza la II I , 

perché, ponendo nella V .k  =  2 , h  =  i , p  =  m, la condizione che i corri­
spondenti n u p e r i  indicati in V  risultino interi e q u i v a l e ,  come subito 
si verifica, alla condizione espressa dalla II I .

3. D a quanto sopra si deducono facilmente, come vedremo, le seguenti 
cinque proposizioni V I-X .
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V I. -  Condizione necessaria affinché una K t)n con t >  2 sia derivabile 
da un gruppo è che n risulti della form a

n =  p h +  t — 2 (con p  primo e h >  1).

In  particolare, per t  =  3 e con la term inologia di B. Segre [4], p. 141, si ha che: 
condizione necessaria affinchè una K3jW sia derivabile da un gruppo è che 
sia p s e u d o i m m e r g i b i l e  (ossia isomorfa a una tracciata su una 
quadrica rigata di uno spazio lineare Ss>g).

D a qui segue anche evidentem ente che, qualora si riuscisse ad associare 
ad una retta v di un piano grafico (proiettivo) d'ordine n un gruppo stretta- 
mente 3 - transitivo d i sostituzioni su v, ne verrebbe che Vordine n del piano do­
vrebbe necessariamente essere la potenza di un numero primo.

Dimostrazione. -  Se è derivabile da un gruppo G, allora G è stre tta­
m ente /-transitivo  su n oggetti: G =  Gt , n • M a allora, le sostituzioni di G che 
lasciano fìssi t — 2 oggetti fìssati costituiscono un gruppo G ' che è stretta- 
m ente 2-transitivo  su n — / +  2 oggetti. Pertanto, in v irtù  della I, il num ero 
n —  / +  2 è la potenza p h (h >  1) di un primo, onde l’asserto.

L a seguente proposizione (la cui validità era stata  posta come problem a 
dal Pedrini) generalizza la II. L a relativa dim ostrazione, estrem am ente sem ­
plice, m ostra l’im portanza che l ’operazione di imposizione di dati punti ha 
in questioni di questo tipo: il che già era stato rilevato da B. Segre in vari 
punti dell’opera citata.

V II. -  Sia ¥Lt,n una rete d i un piano P d'ordine n~> t —  3 (.si escludono 
cioè i casi n ~ t , n  =  t —  1 } n =  t —  2, i quali risultano b a n a l i , nel 
senso precisato in B. Segre [4], pp. 218-219). Sia poi f  un blocco di K,f,n e sia 
A , A ' una coppia di punti distinti d i P simmetrici rispetto ad f  (cfr. n. 1). 
Allora , nessuno dei blocchi d i K t,n passanti per A  e per A! ha esattamente 
t — 2 punti in comune con f .

Dimostrazione. -  Per / =  4 l’asserto è espresso dalla IL  Nel caso / >  5, 
si supponga per assurdo che esista un blocco g  di passante per A  e per A ' 
e secante f  esattam ente in t — 2 punti distinti Bi , B2 , • • •, B*_2 .

S1 a f̂ .4 5 ̂ l a  rete o ttenuta im ponendo a K t,n i punti B i , B2 , • • •, B/_4, 
e siano /  e g le tracce rispettivam ente di /  e di g  sul piano di K A l l o r a  
g è un  blocco di , avente in comune col blocco /  di soltanto
i d u e  punti B*_3, B*_4, e passante per i punti A  , A ', i quali risultano sim ­
m etrici rispetto ad / .  M a ciò è in contrasto con la proposizione II, dato che 
l ’ijpotesi a ttuale n >  /  +  3 im plica n — / +  4.2> 7, onde l’asserto.

V i l i .  — A d  ogni 1èLt,n non banale (n~>t  —  3) può venir associato un si­
stema di Steiner -S (t —  2 , t— 1 , n —  2).

Dimostrazione. -  Sia f  un  blocco di K t,n 0 sia A , A ' una coppia di punti 
distinti di P simmetrici rispetto ad / .  Denotiam o con S l’insieme degli n —  2 
punti di f  indipendenti da A, e cioè da A ' (cfr. n. 1). Presi t-— 2 punti distinti 
qualsiansi di S, per essi, per A  e per A! passa uno ed un sol blocco della rete 

in quanto i t punti considerati risultano indipendenti. Tale blocco (non
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potendo per la V II avere soltanto t — 2 punti in comune con / )  seca /  esatta­
m ente in un ulteriore ( t — i)-m o  punto; esso invero (contenendo A  ed A ' 
che non stanno su / )  risulta distinto da / ,  m entre poi due blocchi distinti di 
K t,H non possono avere t  punti distinti a comune, in virtù della definizione di 
rete K i;h.

Sia S la to talità  delle (t~— i)-p le  non ordinate di punti distinti di S sega­
bili su f  m ediante blocchi di K t,n passanti per A , A ', e cioè ottenibili comple­
tando nel modo indicato le varie (/•— 2)-ple non ordinate di punti distinti di S. 
Si perviene così ad un sistem a B ( t —• 2 , t — 1 , n —  2), in quanto -  come s’è 
visto -  t — 2 punti distinti di S appartengono ad esattam ente una ( t—  1)- 
pla di S.

IX . -  Condizione necessaria per Vesistenza di una non banale
(n >  t —-3) è che i numeri

( n -— r —  2) • • - (n -— t  +  i)/[(£ — r  —  1) • • • 2]

risultino interi, per r =  o , 1 , • • •, t —  3.
Dimostrazione. -  Se esiste una K*,„ non banale, allora esiste (per la V i l i )  

un  sistema di Steiner B ( t — 2 , t — i , n  — 2); pertanto, in forza della V 
(nella quale si ponga t — 2 , t — 1 , n —  2 ordinatam ente in luogo di k , h , p), 
ciascuno dei num eri indicati in IX  risulta un intero.

In  virtù  dell’osservazione posta alla fine del n. 2, si ha senz’altro che la 
condizione (di esistenza per una K*,*) espressa dalla IV  non aggiunge niente 
di nuovo a quella espressa dalla IX . M ostriam o invece che:

X. — I l  criterio d i esistenza per una K*,„ espresso dalla IX  e p iù  forte di 
quello espresso dalla IV .

Dimostrazione. -  Infatti, ad esempio, la non esistenza di alcuna ¥Lu}27 
si deduce dal criterio IX , essendo

(27 —  2.)- • -(27 —  14 +  i) /( i3  • 12 • • -2) =  25 * 23 • 19-17-7-4/13 =(= intero, 

m a non dal criterio IV, in quanto

27 —  14 = . I 3  - — +  1 (mod. 6).
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