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Matematica. — Un modello d i campo probabilizzato. Nota di 
O c t a v  O n i c e s c u , p resen ta ta (,) dal Socio B. S e g r e .

RÉSUMÉ. — Etant donne une algèbre de Boole H probabilisée, on définit un espace 
S et un champ de parties cR de S, avec une nouvelie operation A dans eR, et on obtient un champ 
de parties qui correspond à fb On généralise ensuite le champ {cR , fi} ainsi obtenu.

L a rappresentazione di una cr-algebra di Boole m ediante un sistem a di­
retto, conduce -  come qui vedrem o -  ad un nuovo tipo di campo, per cui 
la s tru ttu ra  algèbrica del campo non è indipendente dalla probabilità, m a 
tale invece ch’esse si condizionano reciprocam ente.

U n m o d e l l o  s p a z i a l e  d e l  c a m p o  {£2,^>}.

Sia { £2 , f i}  un campo di probabilità costituita da una or-algebra di 
Boole £2 e dalla probabilità fi (on), cr-additiva e definita per ogni co € £2; deno­
tiam o con E l ’evento totale e con ® l’evento vuoto di £2.

Sia S lo spazio costituito dalle coppie (co , co) di eventi di £2, cpn in ter­
sezione non vuota: co fi co =|= ®.

Le parti di S definite dall’eguaglianza

(1) 8a =  { (oc, tó) | a e co , a n w =f= ® }0>(B -  6 Q

form ano un sistema ordinato dalla relazione fondam entale

(2) ^00x0 ^ = ^ 0002,

dove l’operazione D del prim o m em bro è l’intersezione fra le parti dello spazio 
S e la O del secondo m em bro è l’operazione consimile spettante ad £2. 

A bbiam o, evidentem ente, $E =  S , $$ =  O (l’insieme vuoto di S). 
Indichiam o con un apice l’operazione di com plem entarità, sia per le 

parti S che per le parti di £2, e poniam o Oro =  P« talché la (2 ) diventa, po­
nendovi in luogo delle coi e C02 le loro complementari,

Q©; E) Qtó; — Qa)fn <»; >

da questa relazione, applicando la formola di M organ, si ricava:

(3) Qco' U Q„; =  Q((»x U co2)' ,

Prendendo in particolare . =  Qco' =■ , la (3 ) diventa:

(4) ĈOx U  $ho2 =  ĈOx U co2 •

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.
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Il sistem a §1, costituito dalle parti dello spazio S, risulta così un sistema 
diretto m ediante la relazione di additività (4 ).

Poiché la (2 ) è anche valida per una infinità num erabile di eventi coy ( j  e N) 
di Q, cioè si ha

(s) n
j  e N 7 j  e  n 7

ne risulta, con passaggi analoghi a quelli adoperati sopra, la a-add itiv ità  del 
sistem a <E:

(^) U ^00 • — cH (J © • •
yeN  7 j£ n 7

Si verificano subito le oHe =  S , 91$ =  ® e la relazione d ’ordine

Si r  oR-CO ^  CO
corrispondente ad a C a .

P e r  dotare il sistem a St di una probabilità, assumiamo

(7) P (R,0) =  p  (CO) 

ed applichiam o P in (4 ). R isulta

P (91(0, U Si-aJ =  P (oR-cô o,,) =  p  (COI U « 2) J 

pertanto , tenendo conto delle proprietà di p  e di P, si ricava

P  (eR-coi) +  P ( 91(0,)  P ( 9 l Wl n  91.^ )  =  p  (c ù l)  +  P  (CO2) ---- P  ( « 1  n  C02) ,

da cui

(8) p (»«, n  9tmj) =  P  (coi n  co2) =  P (&«,, n j .

Se dunque coi f i  <02 =  ®, la (8 ) fornisce p  (9tffii n  9tro!) =  o senza che però 
sussista la Simi n  91^ =  0  la quale ha luogo soltanto per coi =  ® o C02 =  ®.

L a  9lfi)inc0!! è, in Si, evidentem ente inferiore tan to  ad Simi come ad SlWa 
qd in conseguenza pure ad 91 Win  9tmj. F ra gli elementi di 91 inferiori ad SR,0i e 
ad SR-coa, 91(o,nm2 è, evidentem ente, l’elemento massimale. Infatti, da 9tO)c91(0l e 
9fraC9I<o2 risu lta co C coi , co C &>2 , eppertanto coC««>inco2 , da cui 9tm C 9fro, u «os • 

Definiamo ora l’operazione A sim m etrica e associativa in 9 t, tram ite l’egua­
glianza

(9) 9tmi A 95-ajj =  91^-p ff,! .

Si dim ostra, per semplice verifica, che le operazioni Q e A definite in Si 
sono distributive, « in probabilità », ciascuna rispetto all’altra, cioè:

fio ! i P (9lbl U (S l“ 2 A a “s)) =  P ((9lo>l U ^  A U a “a))’
{ ( P (a» , A (St». U St».)) =  P ((oRmi A  St»;) U (St», A 9 1 J).

Osserviam o, infine, che la condizione di additività per P, espressa dalla. 

0  0  P (91», U 9?o,t) =  P (9tmt) +  P (St»,),
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viene ad assumere la form a prettam ente probabilistica

( 1 2 ) P ( a ttl A ^ Wa) =  o.

Il sistema eli m unito, oltre all’operazione originaria (J> con l’operazione A 
e con la probabilità P, è un sistem a di parti dello spazio S, e rappresenta il 
campo {Q , p}  con tu tte  le sue proprietà.

I CAMPI { 0  , P }.

Se prendiam o {gH , P} come modello in sè, indipendente cioè dallo spazio 
S, possiamo costruire un  campo generale che ne abbia tu tte  le caratteristiche.

Sia 0  un  sistem a diretto di elementi 0* , C il simbolo dell’ordine in 0 , 
0 M/ u  '0 «"-, l’operazione universale in 0  con le ordinarie proprietà di com m utati­
vità e di associatività ed anche con la proprietà di minimo:

(u )  0Kl U 0*2 =  inf {0« I 0« D , 0« D 0„J.

Supponiam o, in più, che 0  contenga il superiore S e l’inferiore o dell’insieme 
di tu tti i suoi elementi.

R isulta utile in trodurre una seconda operazione A , sim m etrica ed associa­
tiva, e una m isura P, definita per ogni elemento di 0 , con le rispettive proprietà:

l 0», A 0*s =  O solo se 0,(l - o oppure 0a? =  o ,
^  ( 0Kl A 0„ =  suP { 0 , 1 0* C K , 0« C 0*J,
e

| P ( 0 « ) > o  , P ( S ) = I  , P (o )  =  o ,
(P) | P (0») >  P (0.) se 0* D 0»,

in guisa che valgano la proprietà di com patibilità rappresentata dall’u gua­
glianza

(13) p (e., u 0 0  = p (00 + p (00 -  P {K A eo
e le relazioni di d istribu tiv ità in probabilità:

j P (K u. (0«. A 00) = P ((K u 00 A (0Kl u 60),
(14) P (0-, A (0«. u  00) =  P'((0.1A 0 O u (0 .1A0O)-

Supponiam o - in più, per definire il a-cam po { 0  , P } ,  che

e che

U 9„. C © se 0^.6 ©
y e-N  J J

j  e N ,

se P (0^. A 6^) =  0 , j  .=(= k  , j  , k e N .
Poiché tu tte  le proprietà sopra definite trovansi verificate in {c H, P} j  

ne discende la loro com patibilità oltre all’opportunità della loro introduzione.


