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Calcolo delle probabilità. — Un thèorème ehexistence pour les 
chaines dèordre in fin i. Nota di M a r i u s  I o s i f e s c u , presentata (*} dal 
Corrisp. G. F i c h e r a .

R ia ssu n to . — In  questa N ota si dà un teorem a d ’esistenza per le catene d ’ordine infinito. 
Questo teorem a estende il teorem a d ’esistenza dato in [3].

I. Soient X un espace m étrique séparable et oF la cr-algèbre des parties 
boreliennes de X.

Posons
N* = { I > 2 , • • •}

- N  =  0}

Z =  —  N u  N*

W  =  X “ N

et soit f  N la cr-algèbre produit correspondant à W.
Soit (X w ^ w ) pour n e N* l ’espace m esurable produit de n espaces

Soit (*P)*e z une famille de fonetions réelles définies sur W x ^  telles 
que, pour chaque n € N*, nV (c ; .) soit une probabilité sur <F pour tou t cE W  
et WP ( .  ; A) soit une fonction ^ -m e su rab le  pour tout A e ^ .

Pour touf x  E X  on considère (voir [5], [1], [3]) l’application u  (. ; x) de 
W  dans soi-m èm e définie par la relation

U (V , X ) (  * * * ? X  _  n ) ’ * * > X  _  1 , X q)

avec

x - i  =  X -  z+1 , i  € N* , x'o =  X

pour

C (  ‘ * ’ ) X  — n > ' ' ‘ > X  — 1 , X q) .

On poserà

u  (. ; x™) =  u ( . ; x „ )  o - . . o  u ( . ; x ! )  

pour x(”> =  (xx , • • •, x n) e X (n\

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.

15. -  RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. 2.
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Pour m  E Z , /  e N* soit mP} la fonction définie sur W x ^ (/) par les rela
tions

si 1 =  1

• • • (  w+/“ 1p  (u (c ; ; dxj) xAU) (x{l)) si /  >  2
X X X

où Xa(/) est l’indicateur de Lensemble A 6 .

Pour w  e Z , /,?z e N* soit aussi WP/ la fonction définie sur W x ^ (/) par 
les relations

mP ; = OTP ) si n =  I

"P7 (c. ; A<0) =  j mP (c ;d x )  “ +1p ; - 1 (« ( * ; * ) ;  A w) si « > 2 .
X

On voit sans peine que

mr i cc : A(0) =  mP} (c ; X (* 'J) x  A w)

e n  c o n v e n a n t  q u e  X (0) X A ®  =  A ® ,
Posons

Y =  u  X w
r C N*

et soit Y n(A) Lensemble des éléments de Y qui contiennent, parm i leurs compo- 
santes, au moins n appartenan t à A  e W.

Nous considérerons ([4]) la conditions FLS (A0 , v) suivante avec A 0 e cF, 
v € N* :

(i) il existe y >  o tel que

OTP l ( , ; A 0) > y

Pj(c-,A(l)}  =  j mP(c;dXl) j

pour chaque c € W  et m  6 Z;
(ii) en posant

an — sup I m P (u (cr ; x (r)) ; A) —■ m’P (u (c" ; ; A) |

la borne supérieure é tan t prise pour m ' , m rre Z ,  cr, d ' e W ,  x ^  e Y n (A 0), 
A  € SF on a

an <  00 .
« €■ N*

Proposition (voir [4]). -  SY condition FLS (A0 , v) est vérifiée, alors 

I ” 'P j (« (*' ; *W) ; A (/>) —  “ "P/1 (« (c" ; ); A (/)) | <  —  “ j '  a,-

chaque m ', e Z, / e N*, t', c" e W, :Ar> e YM (A0), Aw e .
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2. D ans ce qui suit nous supposerons que pour chaque /  € N* il existe 
une probabilité P?° sur et(/) de sorte que

(1) -lim WP/ (c ; A (/)) =  Pj*° (A(/))

uniform em ent par rapport à m e  Z*, I e N*, c e W, A (/) € et(/\
Si la condition FLS (A0 , v) est vérifìée, alors pour avoir (1) il suffit q u ’il 

existe n0 e N* et 8 > o  tels que

(2) I m'p T (S  ; A (/)) —  m,,PT (c" ; A (/)) I <  I —  S

pour chaque m ’, m " e  Z, /  e N* cr, cne W, A (/) 6 £ (/) (voir [4]). A  son tour 
en supposant que Pon ait (ii) la relation (2) est entraìnée par P existence d ’une 
probabilité p 0 sur A q O ^  =  { A o O A I A u ^ }  et d ’un nom bre a > o  tels que

mP (c ; A 0n  A) >  ap 0 (A0n A )  

pour chaque c e W ,  A e ^ w e N *  et l’on a

nn =  1 , 8 =  — ar
4

r  e N* étan t déterininé de sorte que ^  <  — .
y>r ^

T hÉ O R È M E . -  / /  existe un processus stationnaire unique ( X z , , P )
tel que (P

P A m + i ,m +n (Aw)) =  P r  (Aw)

presque surement

P (/>r[„+1,OT+/](A(Z)) \pri_BO>m](xz) =  c) =  mP){c ; A(/))

chaque m  e Z , l  e N*, A (/) e 
L a dém onstration de ce théorèm e qui étend le théorèm e d ’existence de [3] <2 *> 

suit la voie de [3] en s ’appuyan t sur la proposition ci-dessus.
Nous rem arquons pour conclure que en vertu de (1) le processus (X z, 3 7, P) 

appartien t à une classe de processus considéré en [2] et en particulier il est 
« strongly m ixing ».

(1) Pour {m , ni -j- r , • • -, n } c Z  l’application p r est définie par la relation

>[»,«] ( * Z) =  (Xi ) m < i < n  ■

(2) D ans [3] on a considéré le cas homogéne: mP ne dépend pas d e m e Z .  De plus il y
avait Ao =  X.
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