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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Calcolo numerico. — Su alcuni problemi concernenti il metodo
di collocazione. Nota 1 di DEmETRIO MANGERON e Puirirre Noir,
presentata © dal Socio M. PicoxE.

SUMMARY. — One presents some results concerning studies of various integro-differ-
ential and partial differential equations problems using the collocation method, so called
by L. Collatz [14]:

1. Il rapidissimo sviluppo dei mezzi odierni di attrezzatura dei centri
studi calcolatrici elettroniche coadiuvato dall’imponente progresso del Calcolo
numerico, rigogliosamente accresciuto sulla solidissima base dell’Analisi
funzionale [1], [2] e promosso nel mondo scientifico internazionale dall’Illu-
stre Accademico Linceo Mauro Picone grazie alla pubblicazione delle nume-
rosissime relazioni sul tema «Cid che ha dato e cid che puo dare I'Istituto
Nazionale per le Applicazioni del Calcolo del C.N.R. » [3], [4], da Lui creato [5],
reclama una rapida sistemazione dei vari metodi spettanti al Calcolo numerico®,
tanto per cid che riguarda la cristallizzazione dei procedimenti algoritmici,
quanto per lo studio della loro convergenza.

In questi ultimi anni il primo degli Autori ha estesamente studiato dal punto
di vista del Calcolo numerico, prendendo le mosse dai problemi al contorno
per certi operatori differenziali non ellittici, formulati e risolti da lui per primo
— come ¢ sottolineato, ad esempio da Yu. M. Berezanski nel suo recente libro
dedicato allo sviluppo in serie di autofunzioni concernenti gli operatori auto-
aggiunti ([6], pp. 760, 781) —, vari sistemi differenziali d’ordine superiore,
lineari o no, ordinari o a derivate parziali, con termini di rimanenza (ereditari)
e ad argomenti ritardati [7]-[10], mentre il secondo ha elaborato, nel quadro
della problematica coltivata nel Centro Studi Calcolatrici Elettroniche di
Nancy, diretto dal prof. J. Legras [11], alcuni lavori concernenti l'interpola-
zione in una o due variabili per polinomi ed ha tradotto i risultati ottenuti,
per l'esecuzione effettiva dei calcoli spettanti a certi problemi concreti, nel
linguaggio matematico ALGOL [12], [13].

Nella presente Nota si espongono alcuni risultati concernenti I'applica-
zione del metodo di collocazione (denominazione dovuta a L. Collatz [14])
ai vari problemi integro—differenziali o a derivate parziali, mentre che varie

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.

(1) Una vera e propria spinta per ulteriori fecondi sviluppi del Calcolo numerico costi-
tuisce la pubblicazione di una nuova rivista «Calcolo» a cura del’A.I.C.A. e del C.N.R,,
diretta da S. Faedo e A. Ghizzetti.



202 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XL - febbraio 1966

valutazioni concernenti la convergenza di esso metodo, come pure alcuni studi
comparativi con altri metodi di Calcolo numerico, saranno esposti nel « Bol-
lettino dell’Istituto politecnico di Iagi».

2. Prendiamo le mosse dai risultati conseguiti dal primo degli Autori in
collaborazione con L. E. Krivosein [15]-[16] nell’ambito dell’elaborazione dei
metodi di Matematica costruttiva e di Calcolo numerico spettanti ai problemi
di unicita, di esistenza, di stabilita e di valutazione degli errori commessi nel
calcolo delle soluzioni concernenti vari sistemi integro—differenziali.

L’applicazione del metodo di collocazione per il sistema integro—differen-
ziale di Fredholm con le condizioni al contorno

5

(M Lyl =7 () + kf i XK, (x, )y () dz;

n—1
2) Rilyl = Xlay s @ + 90 @) =1, (G=1,2,-,n)
ove a;,b;,Y,(i+1,j=1,2,---,%) sono numeri noti, L [y] = y® (x) +

+ X a; (x) y»-D(x), le funzioni note che figurano nell’equazione (1) sono
1

framnmentariamente continue per z>m e p=m —n volte differenziabili rispetto
ad x nellintervallo [a, ] per m >»; A & un parametro e [¢,d]C[a, 8],
consta nella risoluzione del seguente sistema lineare di equazioni algebriche

4
(3) Y(xi’}\)al!az"";dk>zgp"/()\)af_l—bi()\):o (Z':I’Z""’k>
J=

L
4) Y(x, N, a1,a2, -, a)=L[y,] ~"][(’5)—7\/ ; F,(x, ) ¥ (2) dt,

e§sendovi la soluzione approssimata del problema considerato messa sotto

la forma

(3) n@=%@+§%mm

ove @y (x),¢1(x), -, ¢, (x) sono funzioni note linearmente indipendenti
che godono, ad esempio, della proprietd di completezza relativa oppure appar-
tengono allo spazio funzionale @” [a, &], mentre soddisfano alle condizioni al
contorno

<6> Rj[%]ij ’ Rj[cps/]:O (j:I,2»"':”;521)2)"','é>’.
L’arbitrarietd di scelta dei punti x; € [z, 4] che supporremo non essere
punti di discontinuity delle funzioni a; (x), f (), % (x, ) =1,2,--,m;

Jj=0,1, --,m) permette inoltre la presa in esame di considerazioni sup-
plementari concernenti l'ottimizzazione ed altre ancora.
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In modo affatto simile si studiano i problemi concernenti ’applicazione
del metodo di collocazione spettante al sistema integro—differenziale di Volterra

x

7) Lyl =/ + lf ? K (x, ) ¥ (&) de,

a

® Lyl = 0@ + o (o0 ), rele,d]

con le condizioni al contorno (2), ovvero ai sistemi di Fredholm (1) e di Vol-
terra (7), (8) e le condizioni di Cauchy

(9) J’(i)(x()):yg) (z'———O,I,~~-,n———1),xoe[a,b],

ed altri ancora.

3. Passando poi allo studio della convergenza del metodo di collocazione
per vari sistemi integro—differenziali ordinari, ove si tiene conto anche dei
risultati stabiliti sulla base delle ricerche degli Autori nella recente tesi di lau-
rea del’E. B. Karpilovska [17], si possono enunciare i seguenti teoremi.

TEOREMA 1. — Nell'ipotesi che per i punti x; € [a, b spettanti al metodo
di collocazione sono stati scelti i nodi di Cebisev oppure quelli di Gauss, il si-
Stema di equazioni lineart algebriche

(IO) (J{yn\/ (xz> ::f<xl) (Z.: I,2,---, n))
corrispondente alla soluzione approssimata
m-+tn

(11) V(%) :kglfépk@):k;dkxk_l

del problema
b

(12)  (9)(x) = 5 () [ﬁlﬁ;@)y’"—%xﬁ 0.0 v eyt = 1)

a

e
I3
m—1 z
(13) Lilyvl= ;0 [ P ORs [ by (2) ¥ () dx] =0 (J=1,2,--:,m),

wve a <t <ty <---<t; < b, i coefficienti af, e le funzioni by (x) sommabili
in [a, b] sono tali che ) = o non & un autovalore del problema omogeneo corri-
spondente, mentre la successione dei polinomi P, (x) di grado (m + k—1)
soddisfa alle eguaglianze '

(14) Liszo \/.é:I!Zf";j:I)Zy"';m))
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¢ risolubile per i valori di n abbastanza grandi e le soluzioni approssimate
Yu convergono uniformemente insieme con le loro derivate sino all’ordine m in-

cluso verso la soluzione esatta y* del problema (12), (13) e le corrispondent
derivate in modo che sia

(13) max. |y*<k>(x)+y3‘k’ (x)‘:O( ‘“”)
e<x <3 ne
per i nodi di Cebysev e
% (£) %) _ L
(16) max, | @ () — pi ] —O(W>
per i nodi di Gauss ® (b=o0,1, -, m), nmon appena siano soddisfatte per
¥ >0 le condizion::
1° y (x)€Lipa, p (x) €lipa,a>0 (s=1,2, -, m);

20 per a<x,t<0b q,(x,t) posseggono le derivate parsiali conti-
nue rispetto a x sino all'ordine r incluso, essendovi uniformemente rispetto a t
g lox €Llipa (s=o0,1,-- S m) e
3° A non & un autovalore del problema considerato.
TEOREMA 2. — Nell'ipotesi che per i punti x,€[a,b] spetianti al me-
todo di collocazione sono stati scelti i nodi di Cebysev oppure quelli di Gauss, 7l
sistema di equazioni lineari algebriche

(17) Few) () =f(x) , a<x;<b (G=1,2,,n)

corrispondente alla soluzione approssimata (11) & risolubile per ¢ valori di =
abbastanza grandi e le soluzioni approssimate V¥ convergono verso la soluzione
esatta y* del problema (13) e

(18)  (d1 9) (x)= " (x)—\ SZ:{A(X)J’(”’“’@)Jr Ejg:(x,t)y(”*f)(t)dt =f(x),

inel modo che siano valide le uguaglianze (135) ¢ (16) non appena risultino sod-
disfatte per v > 0 le condizioni 1°, 3° ¢

40 per a <t <<x<<b q,(x,t) posseggono dertvate parziali continue
rispetto a x sino allordine v incluso, essendovi uniformemente rispetto a t
g forr€lipa e & 'g. (x,x)dx '€Lipa, (s=o0,1, -, m).

4. Si perviene ad una serie di teoremi di valutazione dell’ordine di con-
vergenza del metodo di collocazione [18], [19] come pure alla programma-
zione nel quadro del procedimento ALGOL [20], [21], spettanti ai sistemi alle

- . I
(2) Per i nodi di Gauss si suppone « > — per r =o0 ove 3 rappresenta l’operatore

. . . . 2
differenziale armonico A o poliarmonico A® (M. PICONE [22], [23]), calorico A—W =
02 02

o policalorico a® (M. NICOLESCO [24], [25]), delle corde vibranti M = Ty

livibrante M® (D. MANGERON [26], [27]).

0 po-
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derivate parziali in' due variabili

(19) Hlel=4(x,y) , M(x,y) €D,

(20) ©[P] data su P(x,y)eQ=TFr9,

ove si consideri per polinomio di approssimazione completo P* (x, ) in due
variabili, di grado # in x e p in y, che prenda in (z— 1)X(p — 1) punti
My (¢=[1,2,---,n—1], j=[1,2,---, p—1]) €D il valore 9; = ¢ (x,, ;)

in modo che in esso punto l’equazione sia strettamente verificata:

P11 i
{Pl,p—l
(@) Prp) =[x @ L]y L] | % ,

Pr—1,1

Pu—1,p-1_

ove [»Lf] e [L,] sono le matrici di Lagrange costruite per i punti
[xo,x1, -, 2, -, x,] e [yo,y1,--+,¥, -+, ¥,], troncate delle loro colonne
estreme, se si tiene conto del fatto che ¢ (x,y) ¢ nullo sulla frontiera
Q di 9.
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