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Fisica  m atem atica. — Diffusione di neutroni in un mezzo costi­
tuito da due regioni debolmente accoppiate (*\ N ota di A ld o  B e l l e n i -  
M o r a n te , presentata (**} dal Socio B. F in z i.

SUMMARY. — The neutron diffusion equations in a reactor composed of two loosely 
coupled cores were derived directly from the transport equation.

The various approximate hypotheses, which were found necessary, were discussed from 
a mathematical and physical point of view.

1. INTRODUZIONE. -  In  un recente lavoro [1], G .C . Baldwin ha stu ­
diato il fenomeno della diffusione dei neutroni in un reattore del tipo «A rgo­
n au t»  [2], [3], [4]. L ’A rgonaut, nella versione più comune, è costituito da 
due mezzi m oltiplicanti (mezzo « 1 » e mezzo « 2 »), contenenti cioè atomi 
fissionabili e quindi capaci di m oltiplicare per reazioni di fissione gli eventuali 
neutroni presenti nelle due regioni.

Ciascuno dei due mezzi è separatam ente sottocritico, tale dunque da 
rendere impossibile il sostentam ento di una reazione a catena. L a criticità 
delbA rgonaut è o ttenuta m ediante un accoppiam ento « debole » fra i due mezzi 
ove con la locuzione « accoppiam ento debole » si vuole sottolineare il fatto 
che solo una piccola percentuale dei neutroni, che hanno subito il loro ultim o 
urto  in uno dei mezzi, penetra m eli’altro.

Lo studio del Baldwin si fonda su una modifica della comune equazione 
della diffusione dei neutroni [5], consistente nell’in trodurre nell’equazione 
della diffusione dei neutroni nel mezzo « 1 » un term ine che rappresenta global­
m ente il contributo dei neutroni provenienti dal mezzo « 2 ».

Nella presente N ota ci proponiam o di m ostrare come le equazioni usate 
in [1] sono una conseguenza dell’equazione di Boltzm ann o del trasporto  [6], 
come del resto logicam ente deve essere, dato che l ’equazione di Boltzm ann 
fornisce una descrizione com pleta del fenomeno della diffusione neutronica 
nei mezzi m ateriali.

Nella dim ostrazione di quanto sopra annunciato ci servirem o soltanto delle 
ipotesi correntem ente usate per ricavare la comune equazione della diffusione 
dei neutroni a partire  dall’equazione del trasporto, oltre che, naturalm ente, 
dell’ipotesi dell’accoppiam ento debole tra  il mezzo « 1 » ed il mezzo « 2 ». 
Viene così a trovare logica deduzione il term ine che, nella trattazione del B al­
dwin, appare come una correzione in trodotta intuitivam ente.

2. L ’equazione d e l  tra sp o r to . -  Consideriamo un mezzo m oltipli­
cante costituito da due parti omogenee Ci e C2, lim itate rispettivam ente dalle

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo n. 6 di Ricerca Matematica del Consiglio 
Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta dell*8 gennaio 1966.
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superfici regolari e non rien tran ti [6]y Si ed S2 e, per semplicità, supponiam o 
che Ci e C2 siano circondati da un mezzo avente sezioni d ’urto  nulle (per es. 
il vuoto). A m m ettiam o inoltre che sia possibile rappresentare la distribuzione 
delle velocità dei neutroni, presenti in Ci ed in C2, m ediante u n ’opportuna 
velocità m edia v (teoria ad un gruppo [6]) e che lo « scattering » sia isotropo 
nel sistem a L. Q uanto segue, però, può essere generalizzato, facendo uso di 
un formalismo più complicato, al caso in cui Ci e C2 siano circondati da un 
mezzo m oderatore (per es. grafite), lo scattering non sia isotropo e sia neces­
saria una teoria a più gruppi.

Indichiam o dunque con Ni (P , Q , t) la densità di quei neutroni, che, 
all’istante t, si trovano in P € Ci, che hanno velocità vQ e che hanno subito 
l’ultim o urto  in un punto interno a Ci (neutroni « nati » in Ci, o neutroni « i »); 
sia poi N 2 (P , £ì , t) la densità dei neutroni nati in C2 (neutroni « 2 ») in P € Ci. 
L a densità totale, in ogni punto P e Ci, è ovviam ente la somma delle due 
densità sopra definite.

L a densità neutronica Ni (P , Q. , t) soddisfa l’equazione:

( 0 +  » E i+  vQ ■ v] Ni (P, a ,  t ) =  — f i  j  [Ni (P, Q', f) + N 2 (P, Q', t)] d<ù’.

P e C i , t >  o ,

ove:

Di è la sezione m acroscopica d ’urto  totale nel mezzo C i; V =  grad; 
Ql =  Q (9 , 40 '=  sen ® cos +  sen 6 sen tyj - f  cos 0>è, ( o < ^ < 2 t u , o < 0 < 7 i )  
è il versore della velocità dei neutroni, z , j  e k  essendo i versori degli assi di 
u n ’opportuna terna cartesiana ortogonale di riferimento; d<ùr =  sen d'dO'd<p'; 

■fi è una costante che caratterizza il fenomeno dello scattering e della m oltipli­
cazione per fissione dei neutroni in C i .

Notiam o che la (1) differisce dalla classica equazione di Boltzm ann [6],

per il tarm ine ~ ~ f i  J^N2 (P, O', t) d<ùl, che rappresenta il contributo al bi-
co'

lancio dei neutroni « 1 » neH’intorno del punto P € Ci da parte  dei neutroni 
« 2 », che ivi subiscono il loro prim o urto  in C;, divenendo così neutroni « 1 ».

Il problem a della soluzione dell’equazione (1) è com pletam ente determ i­
nato (supposta nota N 2 (P, O , t)) se assegnamo la condizione:

(2) N i ( P , Q , 0 = M i ( P , f l , 0  P € C i , ; < o ,

che, sebbene im propriam ente, chiam erem o condizione iniziale, e la condizione 
al contorno:

(3) N i(P , Q , 0  =  o , P e S i  , t >  o ,  Q-ui  < 0 ,

ove ui è il versore della norm ale esterna di Si ed M i (P, O , t) è una funzione 
nota di P, O , e t.

6. — RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. i.
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Notiam o che la condizione (3) traduce il fatto fisico che soltanto neu­
troni « 2 » possono penetrare in Ci, attraverso Si.

L ’equazione del trasporto  e le condizioni iniziale ed al contorno relative 
al mezzo « 2 » si ottengono ovviam ente scam biando fra loro gli indici 1 e 2 
nelle (1), (2) e (3).

L  equazione (1), con le condizioni (2) e (3), e la corrispondente equazione, 
con le condizioni iniziale ed al contorno, relativa al mezzo C2, possono essere 
poste nella form a integrale seguente, [7] (Fig. 1):

(4)

R,-(P.Q)

N.- (P, Q , t) =  A  j  d R  j exp (—  S , 
0

[Ni (P —  R Q , Q", t  —  R/v) +

+  N2 ( P —  RCt , Q.", t  —  R/w)] tìftù" I , P e Q ,  1 =  1 , 2 .

L a  (4) costituisce la formulazióne m atem atica del fenomeno della diffusione 
dei neutroni da un punto  di vista sostanziale, m entre la (i)  si fonda su uno 
studio dello stesso fenomeno da un punto di vista locale.

Ci proponiam o ora di esprim ere la densità neutronica N 2 (T, , f), che
com pare al secondo m em bro della (i), per mezzo di una equazione integrale 
che involga la « presenza » del mezzo C2. Si ha (fig. i):

N 2 (P, Q ', t) =  exp (—  S i PQX) N 2 (Q2 , Q ', t —  PQ2[v) ,

ove Qi =  P —  R i (P, Q ') Q ', Q2 =  P — PQ2 O'.
L a relazione precedente risu lta  chiara se si tiene presente la definizione di 

neutroni di tipo « 2 » ed il fatto che exp (— S i PQi) è la probabilità che un 
neutrone percorra il tra tto  PQi di Ci senza subire u rti [8], Ciò premesso, è facile 
vedere come i neutroni « 2», che sono in P e C i  all’istante t e che hanno velo­
cità vÙ', sono tu tti e soli quelli che erano in Q2 e C 2 all’istante t —  PQ2/z> e 
che non hanno subito u rti nell’attraversare il tra tto  PQi di Q .

Facendo uso dell’equazione integrale (4) (in cui si im m agini di aver 
posto i =  2 , P =  Q2 e di aver considerato l ’istante t' =  t  —  TQs/v invece
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dell’istante t), si ottiene:
R2 (Q2, Q')

N 2 (T, Q', t) =  —  exp (—  S i PQi) | dR  ] exp (— S 2 R) X

X Ni ( Q2 — R Q ', Q",t-—  R+ PQ2j +  N 2 ( q 2 —  RO', Q.",t— R+ PQa d a " \ ,

ed anche:

2̂ (Qa>

(5) J n 2 ( P , 0 ^ ) ^ o' = ^ J ^ ' J—  da ' d R  exp (—  S1PQ1) exp(— S 2 R) x
co' Ò

Xj  Ni ^Q2 —  R Q ', Q", t —  R+ PQ2j  +  N 2 ^Q2— R Q ', Q.",t—  —t PQaj d a "  ■

Ponendo poi:

Q =Q 2^R Q ' =  P -P Q Q ' , ^ i(P ,Q )= ^ r e x p (-S iP Q i)e x p (-S 2Q2Q)/PQ2j

e tenendo presente che, per il volume elem entare d V q intorno al punto Q e C 2 ,  
si ha d V Q =  PQ2 dRdu>', dalla (5) si ricava:

(6)

=  \ d VQ j pai(P ,Q ) f  [N i(Q , Q", t  — PQ/v) +  N 2(Q ,Q ", t —  PQ/z/)] d a "  J •
C2 co" ■ '

j  N,2 (P, Q',t)d<ù' =

D alla (6) e dalla (1) segue infine:

(7)

+  — h  I ^

+  z/Si +  z>Q • v] Ni (P, Q , t) =  —  /1 J n i  (P, Q ', t) da '  +
co'

P21 (P, Q)J [N i(Q , Q", t —  PQlv) + N 2 (Q , Q", t — RQIv)]da"  J ,
co"

P e C i , t  >  o .

3. L ’IPOTESI dell’accoppiamento debole. -  Diciamo, per definizione, 
che i mèzzi Ci e C2 sono debolm ente accoppiati quando sono verificate le 
diseguaglianze seguenti:

(8) supfPPO] ^  in f [PQ] , sup [QQO] in f [PQ] ,

ove P è P° sono due punti qualunque di Ci e Q e Q° due punti di C2.
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Le diseguaglianze (8) hanno due im portanti conseguenze fisiche, che 
perm ettono di scrivere la (7) in forma notevolm ente più semplice. Infatti, 
se valgono le (8):

a) soltanto una piccola percentuale dei neutroni « 1 », che escono da 
Ci, subisce un urto  entro C2 e diviene del tipo « 2 ». D unque Ni (P, fi , t)

N2 (P, O , /) per P 6 C2 e, analogam ente, N2 (P, Q , t) Ni (P, O , t) per P e Ci ;
b) il tem po di ritardo  PQJv, che com pare al secondo m em bro della (7), 

può ritenersi indipendente da P e C i  e da Q e C2. Si può porre cioè: P Q /^ = t  
=  costante.

Tenendo presenti le osservazioni a) e b), la (7) può essere posta nella 
forftia semplificata seguente:

(9) dt -j- z/S 1 —j— z'O • SJ N i(P , 0 , 0  =  ~ h Ni (P, Q', f) dtù' +

+  -— f i J j ix21 (P, Q) j  N 2 (Q , Q”, t  -  t )  d a "
C2 w"

Ci proponiam o ora di trasform are Pintegrale di volume, che com pare al 
secondo m em bro della (9), per m ettere in evidenza che esso rappresenta il 
contributo globale dei neutroni, provenienti direttam ente da C2, al bilancio 
dei neutroni « 1 » in Ci. Definiamo all’uopo una funzione di accoppiamento 
Ì%l =  P'21 (P> 0  m ediante la relazione:

(10) ÌL* (P, £) = j d V Q | [12! (P, Q )J N 2(Q , Q", t) d o " | / f d V Qf  N 2 (Q , O", t )do"  ;
C2 co" C2 co"

dalla (9) si ottiene allora:

(11) \— +  vL l +  vQ • v] Ni (P, Q , /) =  — / i  j f  Ni (P, Q,' , t) do '  +[ 31

+  P21 (P, (  —  ^) j  d V Q
c.

J N2 (Q , 0 " ,  t  —  t)  d o " P 6 Ci , t >  O .

A vvertiam o che la funzione [Z12 (P, t) può essere determ inata sperim ental­
m ente [3], [4] e che la sua dipendenza dal tem po può essere a volte im posta 
a priori, [2]. Si conclude dunque che la jX2i (P > anche se definita per mezzo 
della funzione incognita N2 (Q , D", t)ì è da ritenersi funzione nota di P 
e di t .

Ciò premesso, si vede che l ’ultim o addendo al secondo m em bro della ( n )

risulta proporzionale all’integrale N2 (Q , Q", t — t)  diùt r e che quindi,

dipendendo dalla densità dei neutroni « 2 » in ogni punto di C2, rappresenta 
proprio il contributo « globale » dei neutroni « 2 » al bilancio neutronico dei 
neutroni « 1 » in Ci.
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È infine quasi superfluo accennare al fatto che, per ogni P e C2, si può 
scrivere u n ’equazione, ottenibile im m ediatam ente dalla (11), scam biando tra  
loro gli indici 1 e 2.

4. L ’approssimazione della d iffusio n e . -  Posto:

(P, t )  =  N,- ( P , Q , t)  do  , i  =  1 , 2 ,
CO

dalla (11), m oltiplicando ambo i m em bri per sen 0 d 6 d<p ed integrando rispetto 
a tra  o e 2 n e rispetto  a 0 tra  o e re, si ottiene:

(I2) V  W  0 l (P> *) +  2ia>1 (p> 0  +  V J  Q-VNi ( J P , Q , t ) d < ù  =

=  / i  Oi (P, t) + / i  (X2! (P, t —  t )  I 0 2 ( Q , ì  —  t )  ^ V q .

L ultim o addendo al prim o m em bro della precedente può essere u tilm ente 
trasform ato, facendo uso della legge di Fick [5]:

(13) j  ONi (P, Q ,  t) do  =  —  Di v  )*Ni ( P , D , t) do  ,
■ © co

Di essendo il coefficiente di diffusione del mezzo «1».
Si ha infatti:

vJ q - VNi (P, Q , t) do  =  z/V • f  ONi (P, Q . , t ) d o  =
CO (x)

=  - D i V 2» j *Ni (P, Q , t ) d o  =  —  D iV 2 Oi (P , ^).
CO

D alla (12) segue allora:

-  i r  ^  ( p ’ *) =  D l  v 2 ( p > *) +  CA -  S i )  O i  (P , f) +  

+ / i |* a ( P > *  — *) J $2 (Q , t —  x ) d V Q.

L a precedente è l ’equazione della diffusione dei neutroni « 1 » nel mezzo Ci 
e 1 ultim o addendo al secondo m em bro è proprio il term ine correttivo, in tro ­
dotto dal Bajdwin in [1] con un procedim ento di carattere intuitivo.

5. CONCLUSIONI. -  Come si è sopra dim ostrato, l ’equazione della diffu­
sione modificata, di cui fa uso il Baldwin in [1], può essere o ttenuta d iretta- 
m ente da ll’equazione di B oltzm ann nelle ipotesi che Ci e C2 siano deboi-
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m ente accoppiati e che sia valida la legge di F ick (13). D ’altra  parte, la comune 
equazione della diffusione dei neutroni può essere ricavata da quella di Boltz­
m ann, facendo unicam ente l’ipotesi (13), valida, come è noto [8], sotto oppor­
tune condizioni.

D unque l ’equazione usata  dal Baldwin non è una modifica -  di chiaro 
significato fisico m a soggettiva -  della equazione della diffusione dei neutroni. 
L ’equazione del Baldwin è sem plicem ente una forma diversa dell’equazione 
della diffusione dei neutroni, ottenibile da quella di Boltzm ann nell’ipotesi 
della validità della legge di Fick.
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