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Analisi matematica, — Calcolo numerico. — 1. Forme integrali
del resto nell’ approssimaszione polinomiale Tayloriana pluridimensio-
nale. Nota di MaLca Bercovicr, ArRSENIE OPREA e FLORIN PoTE-
RASU O, presentata ©” dal Socio M. Picone.

A Mauro Picone nel Suo 80° compleanno.

RESUME. — En prenant le point de départ d’un théoréme de Picone [I, pp. 668-669],
les auteurs donnent, sous forme intégrale, dans le cadre du Calcul numérique, nombre de
nouvelles formules des restes concernant I’approximation polynomiale Taylorienne & plusieurs
dimensions.

1. Nell'ambito degli svariatissimi domini di Matematica pura ed appli-
cata, il Calcolo numerico deve pur’esso la sua attrezzatura odierna, atta ad
essere utilizzata dai centri di calcolatrici elettroniche, all’Illustre Accademico
Linceo Mauro Picone, il quale ne ha cristallizzato il suo fondamento sulla
base profonda dell’Analisi funzionale nel Suo oramai classico 77attato di
analisi matematica [1] e ne ha promosso un rapido sviluppo di esso calcolo
in tutt’'un insieme di lavori eseguiti sotto la Sua geniale guida nel quadro
dell’ INAC da Lui creato [2], [3] e diretto per un periodo di oltre tre de-
cenni.

Alla base del quadro della determinazione di varie forme del resto
spettante nel dominio dell’analisi funzionale lineare al problema generale di
approssimazione [4], [5] sta il seguente

TEOREMA (di Picone) [1, pp. 668-669]. — Se f(x1,x2, --,x,) ¢ una
funzione del punto X (%, , xa2,- - -, x,) con coordinate reali x1, %2, - -, Xy, continua
con le sue derivate parziali fino a quelle d’ordine n + 1 incluse, nel campo
connesso A dello spazio Sy, a p dimensions, per il resto R (X), d’indice n, della

sua formola di Taylor riferita al punto Xo (x? L Xe xg) di A, sussiste, in
A, Pleguaglianza ;
(D R, (X) =
X % b %
(F1—E1)™ (22—E2)" - - - (2,—Ep)" f
(C) f 2 | 1 d kl kt k0
, bttt by=n bl kgl -yt 35_,1 3&2---3&1’;

(*) Nella seduta dell’8 gennaio 1966.
(*¥*) Gli Autori esprimono al prof. Demetrio Mangeron i sensi di gratitudine per i con-
sigli concessegli durante la preparazione del presente lavoro.
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C designando una qualsivoglia curva, composta di archi di classe uno, trac-
ciata in A, terminata ai punti Xo ¢ X. Si ha, cioé, in A

@) f(X)—f(X)JrE(M) (x— )+
+ el (21— 20" (r— D (, — s
bbbt e \ 91 3503252 ATIRNR
X . . \
(1 —E0)" (ra—E2)"* - - - (2, —E )" n f
c d
+( >fk1+k, +E+kp=n il kol fy! ggfn 3&125:. .. agﬁp

dove, col simbolo

(a_x;_ava) V=1,2, - n; kt+le+ - +E,=V)
¢ stato indicato il valore della derivata & f|xh dxb - - - ax:?’ nel punto Xo, e con
onf
JEf dEL. - 3E%s

il valore della stessa derivata nel punto = (51,82, - - -, €,) della curva C.

2. In c1o che segue gli Autori presentano, nelle ipotesi di cui sopra, nel
caso della’ considerazione della formola del tipo di Taylor

(3) f(xl,xz,-~‘,x,,)—T(xhxz,--ux,,) = Ructistr g2, (21,22, -+, x,),
?

) L
(4) T (x1,x, - ’xl’>_2 E Zfz:-zij- +1;§(x ‘.’xg).
=0 iy 1=0 =0 1 Fo
(xl__xg)il (% —xg)iz- .. (xp—-xg)ip
alial iy ’

<5) (QT'V1+’V2+"'+'VP(11 X, "xﬁ)j . <9V1+’Va+"'+'vpf(xl Ea,-- .,xp)>
= )
0 0

WV v, v WV V. v
oxy dxyt- - -axpzﬁ ozt dxyt- - 'axpﬁ

)

av1+v,+...+vp R (xl X, ',Xp)
dxyroxye. - -9;:;:5 o

V,;=0,1,- -,k ;i=1,2,-,p),
(6) 9ki+1R(x1:"':x2:xp) Cl ki+1(x1 X, e, p)
kit - xhitt SRR
htht BB R (1) 29,0, 2p) Jhthuke ot bytd £y xa e, zp)

xp ot opkptt axftt ot gkt ’
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limitandoci, per economia di spazio, ai casi di » =2, 3, 4, 5, le seguenti
espressioni integrali del resto nell’approssimazione polinomiale Tayloriana
pluridimensionale, rimandando il lettore per gli sviluppi algoritmici e per
le discussioni concernenti il numero e la scelta ottimale delle varianti delle
formole stabilite ad un articolo di prossima pubblicazione nel « Bollettino
dell'Istituto politecnico di Iasi »:

D R(n ) — / B P ) gy [ <xz—zz>’*= S 8 gy

'él l agfl‘i‘ 1 Egz“i'l
X Y V2 byt-4
(11 —E)" (ra—Ea)f BTAFR £z gy
——] kil ksl oghtl pphtl Ao e
X,
o A k1
®) R
M 1

9
x1

dés—

(r2—Ea)* 3ffrt (21 Ep, x3) (3?63—~€3)k3 Tt f3 (11, 22, Ed)
Tt 1 A&+ Tt 1
k2! gt fs 35334‘

3 x3

X
___f (x1——§1)k‘ (xz—iz)k’ (x3f_\—€3)ks ak;+kg+k3+3 f( EZ EB da 452 dga’

Bl ksl ks JghFt peketl gphatl

; SrCyy e, x8) = (&1, x2, 23) + G, 20, 2D),
! Jfo (21, Ez,xs) =f (21, &, x3) + f(2?, &2, x3),

©
( S3(x1, 22, 83) = f (a1, x2, E3) + f(x9, %3, E3);

(IO> 3R<x1,x2,x3,x4)=

X1

- - i 9k1+1 3 3 ) - & akg-l-l 3 G2, B
= [t A ey / B LG gy

21 x}

+/‘(x3—is)é’ 3k3+1f3 (21, %2, 83, x4) da +/ (:L’4—E4)k4 3’6‘+lf4 (%1, 22, x3,24)d54__

sgh+1 aEkeHL

EH

X
_ [a—E)" (ra— o) (r3—Ea)fs (ra—Ba)hs Sthethebbtd p g p, g g
/ Fil ol B3l gl aEf1+1 SE:“"—I aaga—l-l agi‘q.l dald£2d€3d54)
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S,z 03, 200)=f(E, 2,23, 20) +F G, 2%, 25,20 + F (Ba, %2, 22, 29),
Je(x, &2, 23, 20) = f (w1, o, 23, 20) + F (22, &2, 23, 20) + £ (20, Ea, 20, 20),
S3 (1, w2, 83, x0) = f (21, 22, €3, ) + F (2,20, €3, xa) + £ (20, 20, E3 , 20),
S, x2, 28, 8) = F (21, %2, v3, E) +/ (20, 22, 43, Ea) + f (w1, 20, 20, Ed):

(11)

L2t

&y ky+1
(12) 4R (x1,22,x3, 24, x5) =/‘(x1'—51) T Sroa,xm, 23, 28, 75) dE1 +

Al agfl +1

=

4 (xz—iz)k' Bt fo (1, B2, 23, 24, xa)da T [(xs—is)és Fst Lo (1,20, Ea,x4,x5)dz3_[_

V2% aih"‘l 35§3+1
a3 £
A
+ (za—Ea)™ Bk‘+1f4(x1 ,X2,%3,84, X5) dEs+ (xs—is)k‘ “k5+1f5 (%1,%2, %3 , %4, E5) dis—
Fal dgkatt 5! dgkst1
x3

X
(B (e —Ea)f .. (ms—Es)fs Shthet RS £p vy £y By Eg) 4 od
/ Bl Bale. . sl aa/iﬁl aggﬁ-f-l. K .8€§5+1 El d‘iz ES )

(xggzzgxz ’ Z.=I,2,"‘>,

Sr,xe, 28,08, 25) =f (&1, %2, 23, 24, x5) + f (B, 29, 20, x4, x5) +
+fCE,xe, 2, 2, x5) + f (G, x5, 20, 29, 2D,
fz(xl,Ez,xs,m,xs):f(n,Ez,X3,x4,x5)+f(x1,€z,xs‘,x4,x5)-l-
(s &2, a3, xa, x) + f (2], B2, 45, x, x),
;gfa(xl,xz,53,x4,x5)=f(x1,x2,is,m,xs)—l-f(xl,m»53,x4,xg)+
—|—f(x1,xg,E3,x2,‘x5)+f(x$,xg,i3,x2,xg),
Sa(xr, x2, 23, 8a, x5) = f (21, %2, %3, 84, 25) + f (21,29, %3, Ba, 20) +
S we, w3, Ba, )+ F (), x), 2], %)),
So(xr, w2, 43, x4, 88) = f(21, 22, %3, 24, &)+ / (20, 22, 20, x4, E5) -+
+f(x° %9, 23, xa, Es) + f (20, 29 , 2%, 20, Es).

(13)

3. In una Nota futura saranno esposti vari risultati concernenti il resto
degli sv1lupp1 in serie di autofunzioni degli operatori autoconiugati alle deri-
vate totali nel senso di Picone [6], studiati sistematicamente dal Mange-
ron [7], [8], utilizzati poscia da numerosi Autori tra cui J. Favard [9], R. Bell-
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man [20], Yu. M. Berezanski [11], L. E. Krivogein [12], T. Kamytov [13]
ed altri ancora ed aventi per prototipo il sistema differenziale

[A (X) 2/(X) + 2B (X) 2 (X)]'+ A [(B (X) #'(X) + C (X) u (X)] = o,

”(XNF,R*:O,R*:{xfgxng*} (2'7:'1’2,...’]5)’

la cui novita consiste nel fatto che R* & un dominio « rettangolare » a p dimen-
sioni ed il simbolo ' denota la derivata totale prima

92y (X)
94:1 9,1:‘2~ . ~3x,5 ’

w'(X) =

mentre in un’altra di prossima pubblicazione i risultati conseguiti sono stati
collegati con la cospicua mole di risultati pubblicati nel quadro dell’Istituto
di Calcolo di Cluj, diretto dal T. Popoviciu [14]-[17].
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