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Analisi m atem atica. —  Calcolo numerico. — I. Forme integrali 
del resto nell' approssimazione polinomiale Tayloriana pluridimensio­
nale. Nota di M a l c a  B e r c o v i c i ,  A r s e n i e  O p r e a  e F l o r i n  P o t e -  

r a s u  (#), presentata (**} dal Socio M . P i c o n e .

A M auro Picone nel Suo 8o° compleanno.

RÉSUMÉ. — En prenant le point de départ d’un théorème de Picone [1, pp. 668-669], 
les auteurs donnent, sous forme intégrale, dans le cadre du Calcul numérique, nombre de 
nouvelles formules des restes concernant Papproximation polynomiale Taylorienne à plusieurs 
dimensions.

I. Nell’ambito degli svariatissimi domini di Matematica pura ed appli­
cata, il Calcolo numerico deve pur’esso la sua attrezzatura odierna, atta ad 
essere utilizzata dai centri di calcolatrici elettroniche, all’Illustre Accademico 
Linceo Mauro Picone, il quale ne ha cristallizzato il suo fondamento sulla 
base profonda dell’Analisi funzionale nel Suo oramai classico Trattato di 
analisi matematica [1] e ne ha promosso un rapido sviluppo di esso calcolo 
in tu tt’un insieme di lavori eseguiti sotto la Sua geniale guida nel quadro 
dell’ INAC da Lui creato [2], [3] e diretto per un periodo di oltre tre de­
cenni.

Alla base del quadro della determinazione di varie forme del resto 
spettante nel dominio dell’analisi funzionale lineare al problema generale di 
approssimazione [4], [5] sta il seguente

ITeorema (di Picone) [1, pp. 668-669]. -  Se f  (x± , , • • •, xf) è una
\funzione del punto X (x± , x% , • • •, xf) con coordinate reali x\ , X2 , • • •, xp , continua 
con le sue derivate parziali fino a quelle d'ordine n + 1 .  incluse, nel campo 
connesso A dello spazio , a p  dimensioni, per il  resto R (X ), d'indice n, della 
sua forinola d i Taylor riferita al punto Xo (x® , x\ , • • •, xf) d i A, sussiste, m  
A, l'eguaglianza

0 ) R* (X)

■(C)
Xa 1̂+̂ 2+ • ‘ ’ 4* kj.

(*1---£l) 1 (X2---£2)*’ • • • (Xp---Z,p)kp

k\ \ kl\' ■ ■ kp\ d-
3»f

3#  35j •35> :

(*) Nella seduta delP8 gennaio 1966.
(**) Gli Autori esprimono al prof. Demetrio Mangeron i sensi di gratitudine per i con­

sigli concessegli durante la preparazione del presente lavoro.
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C designando una qualsivoglia curva, composta d i archi d i classe uno, 
ciata in  A, terminata ai punti Xo * X. vSV ha, m A

(2) / < X ) - / ( x „ )  +  g ( i ) t

+
3« / (x i  —  -ar?*1 (* 2—  * 2)^  . . . ( x — x \ f p

\ * * - j ^ / o  k\ \ k i \  - • -kp\

+  (C)

col simbolo

E (xi —  Si)*1 (X2 — Sg)*1 • • • (xp —  ^)*i> J 3” /
>éi! £2 ! • • *kp ! wK 3^2. ^kj.J kx-}-k% + • • • k n X„ p

F f

35? 35? - - -35>

(v =  i , 2 , • • •, n ; k\ +  k% +  • • • + k p =  v)

£ stato indicato il valore della derivata dv fjdx^- dxk̂  • • • dxkJ> nel punto Xo, e con

d * f

K x
il  valore della stessa derivata nel punto E (£1 , £2 , • • - , %p) della curva C.

2. In ciò che segue gli Autori presentano, nelle ipotesi di cui sopra, nel 
caso della considerazione della formola del tipo di Taylor

(3) f  (%1 > > ’ * ’ y %p) T (x\ , X2 ) ’ j p) :=- -̂n = k1+k2̂ + (xi > ^2 > ' * ' > %p)y

(4) t <*,.
.>=0. *1 * a - -v  

(■*1 xìì'{xì x2 ) ’1‘" ( xi x°ì)p
Il \h ! • • dpi

( 5)

(6 )

/ 3 r v*+v’+ - +vP ( z i , x 2 , . . . , x p ) \  _  / 3Vl+Va +  - - -+v^ / ( x i , ^ 2

\  9< ‘ ^  Jo \  • • ? #  ,V

/ 3V1+V.+ • • +Vp Rfx!  ,X2 , X^)\

\  dxl'dxl'---dxlP ) o ~ ° ’

v,- =  o , I , • • •, kt ; i =  i , 2 , • • •, P) ,

Sk* + 1 R (x i  ■-,X2 ,Xp) dfki+1 (xi , X2 , ■ • • , xp)

9xf>+1 3xP+1 ’ ’

3*1+A + • ’ ' +kP+P R  (xi , X2 , ■ ■ ■ , xp) %ki+h+ ■ ■ ■ +kp+P f ( X l t x2 , . . . ,  Xp)

d x * g 1dx%+1- - -dxipp+1 ~~ d?x‘+1 3x**+1- ■ ■ dxkpP+1
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limitandoci, per economia di spazio, ai casi di n =  2 , 3 ,4  , 5, le seguenti 
espressioni integrali del resto nell’approssimazione polinomiale Tayloriana 
pluridimensionale, rimandando il lettore per gli sviluppi algoritmici e per 
le discussioni concernenti il numero e la scelta ottimale delle varianti delle 
forinole stabilite ad un articolo di prossima pubblicazione nel « Bollettino 
dell’Istituto politecnico di Ia§i »:

(7) R ( x i, *2) = C (xi-h )kl
h i 35?'̂ i + l d \  1- ('■ ! 3^»+1

d i  2-

X_ f  ( XI  —  h f 1 fe—?«)*■
J  h i  h i
x.

3*1+*,+ * /(51 , 5«)
35? +1 3̂ a+1 ^ 1 ^ 2 ;

(8) 2 R ( x i , x 2 , xa) C(X 1- 50*1 3 1̂+1/ i ( 5i , ^ 2 , v 3)

-èli 35?+1 ^ 1+

+
(** —S*)4- 3/ 2*+1(^l,?2 ,^3)

-§2! 35$,+1
, f ( X * - E * f '  & + 1 f a ( X l , X » , S a ) 7r

^ S 2 +  / -----—----------------------------- ^ 3 -
-̂ 3 ! 3d 3+1

> 1 —&)** (*2 -  5*)* (*.—ls)k” ^+^+^3+3 / ( 5j , 52 ,53) /r
'1 + 1 3̂ .+! 35*3+1 ^  ^ ’3’

Xo
9̂ .+ i 9̂ 3-

(9)

(10)

/1 (5i , X 2 , x a ) ~ f  ( h  , *2, *3) + / ( ? 1 , x\  , *°), 

h  ( x i , I 2 , xa) = f  (xi , l a , *3) +  /(* £ , I 2 , x 3), 

h  ( x i , x 2 , la} = f ( x i , *2, la) + f  (x° , x \ , £3);

3 R ( x \ , , *3 , *4) =

0*1'—-h)*1 3̂ 1 + 1/l  (5l , X2 , X3 , ̂ 4)
l  A* 3̂ + x

3̂
I  (.̂ 3 — S3)̂ 3 ^ 8+1/a (xi ,.X2 , 3̂ , #4)

9̂ 3+!

^£1 +

+

i 2! 3?'̂ 2+1 dii +

'(*4 dkl+1 f i  (xi , X2 , *3,54)
h  ! 35:*«+1 ^ 4

__  f  (xi —  gì)*1(X2 — h ) K (xa — ga/» (xi — g4/ 4 3^+^+^+^+4/ ( g 1 , g2 , g3 , g4)
I  h  •' h  l h i  k i t  3g ^ +1 3^ + l  3^*+1

d h d & d la d li,
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f \  (£l > *2 , X s , X 4 ) =  /  (lx ,X%iXz,  X4) + /  ( h  , x \ , X S , x f  + f  ( h  , X2 , x f ,  *°),

A ( x i  , 1,2 , X3 , X4) =  f ( x i , h , X s ,  Xi) +  f  (x® , h  , X3 , xf) +  /  (x<> , l 2 , X° , x f ,

f z  (XI ,X2 ,%3 , X4) = f ( x i  ,X2 , l 3 , X4) +  f  (x® , x\  , l 3 , X4) +  f ( x f ,  X° , l 3 , x f ,

f 4 (xi ,  Xi , X3 , l i )  = f ( x 1 , X l , X 3 , I f  + / ( * ?  , X i , x\  , I f  + / ( x i  , x\  , x° , lì):

(12) 4 R (x\ , x i , x 3 , x 4 , X5) — , Xi, Xz , Xi , Xs)
kli 3%̂1 + 1 d h  +

A

I f(,X2 5a)*' dkt + 1 fz(xi ,Z,2 ,Xz,Xi,Xs) . f(xZ--E
J  ki\ 35J-+1

3̂)̂ * d 3+1f 3 (x\ , Xz , ^3 , Xi , Xs)
3^ ,+ i dl z  +

/ '(*« — 5*)*1 3k' ^ f i { x i , x i , x z , l i , x s )  j r  (xs —  U)h ^ + Xfs  (Xi , Xz , Xz , X i , Is)
ki\ 35!>̂4 + 1 ^5! 5̂+1 d i* -

x
(*1 —  5 i ) * ‘ (xz — l z f  ■ - (xs — Zsf‘ 9 * » + ^ + - - - + * s + s / ( E x ,  g 2  ,  E s  ,  ^ 4 ,  g s )

y é x ! 1 • • • z è g ! S ^ 1 + 1 3 ^ + 1 . .  . 3 E ^ + 1  ^
X0

(*“ <  £,•<*,• ; « =  1 , 2 ,• • •),

I h  (5 l , Xi , *3 , Xi , x f = f  ( h  , X2 , X3 , X i ,  x f  + / ( 5 l , x° , x f ,  Xi ,  X5) +

+  /  (5 l ,X2,X°,X%,  x5) + /  ( h  , x\  , x\  , x\  , xf), 

f z  (xi , h  , X3 , x4 , X3) = / (xi , h  , X3 , X4 , . xf  + f ( x \ , h ,  X3 , X° , x f  +

+  /(* 1  » lz , x$ , Xi , x f  +  f ( x °  , l 2 , x ° , x ° ,  x f ,

f z  (xi , X i , Is , Xi , x f  = f ( x \  , Xi , Is , Xi , x f  - \ - f ( x  1, XI , Is , X® , x f  +

+  f { x  1, x\  , l 3 , x\  , x f  +f (x* l  , x \ , l s , x \ ,  x*f,

f i  (xi , XI , X3 , l i  , x f  = f ( x \  , xi  , XS , l i  , x f  +  f i x 1 ,X^, X3 , l i ,  x f  +  

+ / ( x\  , X l , X s , l i ,  x f  + f ( x ^  , x\  , x\  , l i  , x f ,  

h  (xi . xi  , xs , X i , If) = f ( x i  , Xi , XS , Xi , I f  +  /  (x<l, X l , x \ , X i ,  I f  +

I + f ( x f  x\  , X3 , Xi , l f + f ( x ®, x\  , x \ , x \ ,  I f .

3. In u m  Nota futura saranno esposti vari risultati concernenti il resto 
degli sviluppi in serie di autofunzioni degli operatori autoconiugati alle deri­
vate totali nel senso di Picone [6], studiati sistematicamente dal Mange- 
ron [7], [8], utilizzati poscia da numerosi Autori tra cui J. Favard [9], R. Bell-
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man [20], Yu. M. Berezanski [ n ] ,  L. E. Krivosein [12], T. Kamytov [13] 
ed altri ancora ed aventi per prototipo il sistema differenziale

[A (X) «'(X) +  XB (X) u (X )] '+  X [(B (X) u' (X)  +  C (X) u (X)] =  o,

U (X ) lFrR* =  O , R*  =  { X*  <  X <  X f  } ( i =  I , 2 ,• • - , p ) ,

la cui novità consiste nel fatto che R* è un dominio « rettangolare » a p  dimen- 
sioni ed il simbolo denota la derivata totale prima

«'(X) dp u (X) 
dxi 3x2 • • • dxp

mentre in un ’altra di prossima pubblicazione i risultati conseguiti sono stati 
collegati con la cospicua mole di risultati pubblicati nel quadro dell’Istituto 
di Calcolo di Cluj, diretto dal T. Popoviciu [14]—[17].
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