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Algebra. — Théorie des hypertas. A pplications à la thèorie 
des demi-groupes. Nota di M a u r i c e  K o s k a s , presentata n  dal Socio 
B. S e g r e .

Riassunto. — Definita la struttura d’ipermucchio (« hypertas ») ed introdotta la nozione 
d’ipermucchio inverso, vengono studiate certe equivalenze definite su un ipermucchio, in 
particolare quella detta principale che permette di generalizzare certi risultati di P. Dubreil [2] 
sui gruppi omomorfi ad un semigruppo. La teoria viene poi applicata allo studio dei semi­
gruppi inversi e stazionari.

La notion de tas a été introduite par P. Grillet [3]. Je la généralise en 
introduisant des applications multivoques. La structure ainsi introduite permet 
une étude synthétique des groupoides [4], demi-groupes, demi-hypergrou-
pes [5], [6].

I. -  G é n é r a l it é s .

D é f i n i t i o n s .  -  Un hypertas est la donnée d ’un ensemble E et 
d un demi—groupe d applications de E dans 0? (E), noté ®. (La composition 
de deux telles applications est définie de fagon évidente). Une telle donnée 
est notée ( E , ®) .  U n hypertas (E , ®) est appelé pseudo-tas (resp. tas) si 
quelque soient tì- e © , x e E , E (x) possède au plus un élément (resp. exacte- 
ment un élément).

E x e m p l e s .  — D etant un demi—groupe, ou un demi—hypergroupe, 
ou un groupi'de, soit dt (resp. il) le demi-groupe engendré par les translations 
a droite (resp. a gauche) de D. (D , dì) et (D , £) sont des hypertas.

Oh trouvera dans [7] d ’autres exemples d’hypertas.
H y p e r t a s  i n v e r s e .  -  ( E , S )  étant un hypertas, soit & e ®. 

Nous définissons une application de E dans $ (E) notée #r , en posant:

Vx , y  e E , y  e#r.(x) <==>x €$• (y).

Nous notons ©' l ’ensemble des applications de E dans S’ (E) qui sont de la 
forme a-F • (D- C ® \  On vérifìe aisément que 3)' est un demi-groupe anti-iso- 
morphe à ®, que (E , ®') est un hypertas. (E , ®') est appellé hypertas inverse 
de ( È , $ ) .

En appliquant cette operation aux exemples (D , St) et (D , £) donnés 
plus haut, on obtient deux nouveaux hypertas (D , §t') et (D , 2') qui nous 
seront utiles par la suite. (*)

(*) Nella seduta dell’8 gennaio 1966.
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2. -  Equivalences régulières ou simplifiables.

N o t a t i o n s .  -  E étaiit un ensemble dont p est une équivalence, on 
peut prolonger p en une relation binaire définie sur $ (E), en posant si A 
et B sont des elements de $ (E):

A p B <==» \/x  £ A , 3y  6 B : xpy et Vy c B , 3x G A : .r py  ;

A p B <==» \fx G A , y  € B , x p y  .

p est une équivalence, mais il n ’en est pas de mème de p\
D é f i n i t i o n .  -  Soit (E , ©) un hypertas. Une équivalence p définie 

sur E est dite:

^-régulière si x p y  ,&€%)=>& (x) p & (y); 

quasi-fortement © -régulière si # py , & e © => & (V) p & (y) ; 

fortement ©-;régulière si x py , & G © => & (x) p & (y) , & (x) p & (y) ; 

© -simplifiable si u pv , u G& (x) , v E& (y )  => #  py.

Nòus désignerons par $r (resp. , W” , &s) l ’ensemble des équivalences 
de E, ©-régulières (resp. quasi-fortement ©-régulières, fortement ©-régu­
lières, ©-simplifiables).

On trouvera dans [7] une étude de ces ensembles. L af proposition sui- 
vante montre le rapport qui existe entre les notions de ©-simplifiabilité et 
de quasi-forte ©-régularité.

PROPOSITION i . -  Soit p une equivalence définie sur E.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

,a) p est © -simplifiable;
b) p est quasi fortement © '-régulière.

Les définitions données ici peuvent ètre appliquées aux demi-groupes 
et aux demi-liypergroupes. Soit par exemple un demi-groupe D.

Les équivalences régulières à droite de D sont celles qui sont ^-régulières.
Les équivalences simplifiables à droite de D sont celles qui sont quasi-forte­

ment Wé-régulières.
Soit d’autre part (X,-),-e.i une famille de complexes de D. Pour tout /  Gl, 

soit l’application de D dans $ (D) définie par

«v(*) =
X,- si x G X, 

si x e X,-.

Sèit © le demi-groupe engendré par $1 et par les applications 
On a alors le résultat suivant:

Les équivalences fortement © -régulières de D sont celles qui sont régu­
lières à droite et qui laissent chaque complexe X,- indivisible.
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Interpretation de la lò-règularitè en termes de morphisme.

D e f i n i t i o n .  — On appelle morphisme d’un hypertas (E , $ )  dans 
un hypertas ( E i , 3)i), la donnée d’une application /  de E dans Ei et d ’un 
homomorphisme de 3) dans tels que

V * e E  , a e S )  , /(&  (*)) =  9 («•) ( /  (*)).

Une telle donnée est notée ( / ,  9).
Si /  et 9 sont surjectives, ( / ,  9) est dit surjectif.
Proposition 2 (premier théorème d ’isomorphisme).

a) Soit ( /., 9) un morphisme de (E,2>) dans (Ei , S>i). V  equivalence 
p dèfinie sur E par xp y  si f  (x) =  / ( y ) ,  est 3)-;régulière.

b) p une equivalence S>—régulière de E. On peut definir canonique-
ment un hypertas (Ei , $1) avec Ei =  E/p, et un morphisme ( / ,  9) de (E , 3>) 
sur (Ei , ®i), f  étant Vapplication canonique de E sur Ei.

(Ei , ®i) est note (E , 3))/p.

3. -  Equivalences principales.

Dans ce paragraphe et le suivant (E , S) est un hypertas fixé. 
R é s i d u a t i o n .  -  A  et B étant des complexes de E, on pose:

A \ B  =  { » € ® ,» ( B ) n A 4 = ® } .
©

D é f i  n i t i o n .  -  A  étant un complexe de E, on appelle equivalence 
principale associée à A , la relation d’équivalence cHA définie sur E par

xI&Ay A \  x  =  A \  y.
© ©

Cette notion permet de retrouver certains résultats de P. Dubreil [2], R. Croi- 
sot [1] et de moi mème [5], [6]. Donnons d’abord quelques définitions.

D é f i n i t i o n s. -  (E , S)) est dit:

in jectif si Vx , y  e E ,8* e & ( # ) n $  (y)=H =  y  ;
tran sitif si \/x  , y  6 E , 3& e S) : y  6 (jr) ; 
plein  si V# e E ^ e ® , ^  ( y )  = j =  O .

U n complexe A  de E est dit:

^ -fo r i  si \fx , y  e E , ( A \  #) n  ( A \  y) =|= O =» A \  * =  A \  y  ;
2) © © © 

S^-complet si V* e E , & € $  , & ■(#) n  A =|= O =» & (#) C A ;
S -n e t  si \fx e E , 3& e , & (#) n  A=f= ® ;

fortem ent S)-net si , y  6 E , 3&, y  e ® : 8. (*) n  A=j=0 , O ) n  A=j= o .
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Citons alors entre autres le
T h ÉORÈME 3. — Soit A  un complexe %—fort de E:

a) &A est une equivalence 3)-règulière;
b) si A  est fortement <3)-net, (E , £))/&A est transitif et injectif;
c) si (E , O) est plein et A, %-complet et fortement Q-net, (E , S))/cftA 

est un tas injectif et transitif

4. -  Applications de la théorie des hypertas a l ’etude
DES DEMIGROUPES STATIONNAIRES ET INVERSES.

D é f i n i t . i o n .  -  (E , 2)) est dit stationnaire si:

, *  e E , E ( * ) n E ' ( # )  <£>=$&= &f.

Une partie A  de E est dite:

un % -idéal si VE 6 3) r (A) C A ;
consistante si , i e E ,  ^ ( i ) n A = f O = > ^ 6 A .

Il est clair qu’une partie A  de E est ^-consistante si et seulement si 
c’est un ©'-idéal.

THEORÈME 4 • ~ Si (E , ©) est injectifì plein , stationnaire, les conditions 
suivantes soni èquivalentes:

a) toute partie ©—consistante est un ‘èò-idéal;
b) tout ©—idéal est ©—consistant;

d) © est un groupe d'element neutre Videntité de E;
e) cT C ^ .

Lorsque ces conditions soni réalisèes (E , ©) est un tas.
En appliquant ce théorème à l’hypertas inverse (E , ©') on obtient le
Th ÉORÈME 5. — Si (E , 2)) est un pseudo-tas stationnaire vérifiant la con­

dition VE C © , E (E) =  E, alors les conditions a), b), d) du théorème précé- 
dent sónt equivalents à la condition

e') K  C ^ .
Qn peut appliquer ces théorèmes aux demi-groupes. D est ici un demi- 

groupe fixé.
On peut énoncer un certain nombre de résultats. Le théorème suivant 

est du en partie à G. Thiérrin [9].
Théorème. 6 — Si D est simplifiable, les conditions suivantes soni équi- 

valentes:
a) tout idéal à gauche est consistant à droite;
b) tout complexe consistant à droite est un idéal à gauche;
c) toute équivalence simplifiable à gauche est règulière à gauche;
d) D est un groupe;
e) toute équivalence règulière à gauche est simplifiable à gauche.
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Dé f i n i  t  i o n s .  -  D est dit:
un groupe droit s’il est simplifiable à gauche, simple à droite; 
inverse si Vx e D , 3#'G D : ou x' x  est idempotent;
stationnaire à gauche si: ax 1 =  bx i=> ^  =  bx \fx 6 D.

Théorème 7:
a) jz D est stationnaire à gauche et simplifiable à gauche, d est un groupe 

droit si et seulement si une quelconque des conditions a), b), c), e), du théo­
rème 6 est vèrifiée;

b) si D est stationnaire à gauche et simple à droite, d est un groupe droit 
si et seulement si une quelconque des conditions a), b), e) du théorème 6 estvérifiée;

c) si D est stationnaire, D est inversé si et seulement si toute équivalence 
simplifiable à gauche est régulière à gauche.

(La dernière partie de ce théorème est due à P. Lefèbvre [8].
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