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Chimica (Principi di Ingegneria Chimica). — Considerazioni 
termodinamiche sulle correzioni alla equazione di Saha. Nota di M as
simo D ia n a 0 , presentata ^  dal Corrisp. G. M alquori.

Le composizioni di equilibrio di un plasm a termico, quale è ottenuto a 
seguito di processi di ionizzazione del tipo:

(1) Az_ i Az +  e

sono determ inate a mezzo della equazione di Saha:

(2) K , = Q.°:e Z ■

Q“(Z-1)

f 2 7Z 771 e KT \3/2
»  exP

AEg\
NKT/

In questa equazione, la costante term odinam ica di equilibrio K , è espressa

in funzione dell’energia di ionizzazione: Iz—i =  , della specie A z _ i,

nonché delle funzioni di ripartizione relative agli stati elettronici eccitati 
(Q*) delle specie Az_i ed Az . Essa presuppone che le differenti specie costituenti 
il sistem a occupino i rispettivi gradi di libertà secondo la distribuzione s ta 
tistica  di M axwell—B oltzm ann e che le interazioni tra  le particelle siano 
trascurabili, di talché possa considerarsi valida l’equazione di stato dei gas 
ideali.

L a prim a ipotesi è realizzata nei plasm i term ici di m oderata densità; 
per quanto invece riguarda la seconda ipotesi, va ricordato che le funzioni di 
ripartizione Q*, c o s ì  come considerate nella (2) per atom i ed ioni non in tera
genti, tendono a valori infinitam ente grandi.

In effetti, in un plasm a termico le interazioni suggeriscono lim itazioni 
ìo « tagli » delle serie di term ini da considerare nel calcolo di tali funzioni 
e, parallelam ente, riduzioni delle energie di ionizzazione.

La valutazione di tali effetti ed il loro significato fisico sono stati appro
fonditam ente discussi da m olti A utori [1-9] secondo più punti di vista; sul 
piano applicativo tale valutazione ha dato luogo al problem a delle correzioni 
alla equazione di Saha.

Nella presente N ota la riduzione della energia di ionizzazione è intesa 
come una conseguenza della deviazione del com portam ento del plasm a da 
quello del gas ideale ed è espressa, rielaborando la equazione di Saha in 
term ini di fugacità dei componenti il gas ionizzato, sulla base dei principi 
della term odinam ica delle soluzioni [10-11].

(*) Istituto di Impianti Chimici dell’Università di Napoli. Centro di Chimica delle 
Alte Temperature e delle Alte Pressioni del C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 novembre 1965.
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E q u a z io n e  d i  stato  d i  u n  pl a sm a  d i  m o d e r a ta  d e n s i t à . -  Nel campo 
di validità della teoria di Debye, nella sua più semplice formulazione, la 
aliquota di energia in terna di un plasm a relativa alle interazioni coulombiane è:

(3) E, =  -  — - 2,. N, Z? =  -  *» (— )V2 • (S,. N,. Z2)3/2

in cui: X =  (K TV /4 ti E,- N,- Z?)1/2. Conseguentem ente l’integrazione della 
equazione:

fornisce l’aliquota di lavoro massim o A c:

(5) A , =  - 1 ,3 . (S . N . z 2)3/2

essendo la costante di integrazione nulla in quanto per T -> o o ,  A ^ o .
Pertanto, quando si considerino le interazioni elettrostatiche tra  le p a r ti

celle, il lavoro m assim o totale del plasm a è uguale alla somma A  =  À* +  
4 - A e +  A c dei contributi traslazionale, interno e coulombiano, da cui,

considerando =  0 si ha la relazione:

già suggerita da precedenti A utori [12] ai rappresentare l’equazione di stato 
di un gas com pletam ente ionizzato. In  tale equazione, il secondo term ine al 
terzo m em bro fornisce la correzione al com portamento ideale, conseguente alle

2N ‘KXinterazioni coulombiane; al lim ite per V - ^ o o ,  P -> — ——  • Lo stato di in 

finita diluizione, ad interazioni coulom biane trascurabili, sarà preso qui di 
seguito ' come stato standard .

Nelle seguenti derivazioni si assum erà altresì che la equazione (6) sia 
valida anche per un gas non com pletam ente ionizzato, cioè costituito da ioni 
non elem entari, elettroni ed atom i, nel quale però possano essere tralasciate 
le interazioni tra  le particelle neutre e tra  le particelle neutre e quelle elettri
cam ente cariche.

F u g a c it à  d e i  c o s t it u e n t i  d i  u n  p l a sm a . -  La fugacità del compo
nente imo di una miscela gassosa è esprim ibile attraverso le relazioni:

(7) K T V (ln/,)T =  d »  »

dalle quali si ha:

(8) (lhA\
\  d v  )t

d /dA
9Ny \aV/T. TVNy

dP \
3N Z- /TVNy



4 ^4  Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. XXXIX — dicembre 1965

essendo:

(9J
" 9 ( F M  ' 3 / 3A \
w - V 3N2 /TVNy_f W ì \ W ) t

Aggiungendo I/V  al prim o ed al terzo m em bro, la equazione (8) diventa:

(io) 3 In f i  V __
3V h  V

3P \ 1
3N i /TVNy KT

la cui integrazione tra  i limiti: V  =  00 e V =  V, a massa, composizione e 
tem peratura costanti fornisce:

( 1 1 )

da cui:

(12)

V

/d l n f i V I
v

3P
3N,-/tvn'■ KT d'V

I n / ;  V  In ( f ;  =  J  -v  ( N
yTVNy KT d V

considerando che, quando V  -> 00 > f i  Pi =  -^4 KT, la (12) dà:

( i3) A
N* KT

v

00

3P \ 1
3N/ /TVNy KT d N .

Infine, la integrazione al secondo m em bro della (13), assumendo per P l ’espres
sione (6) fornisce:

(h ) In f i  
ni KT 2 X KT

che risu lta coincidente con la espressione del logaritm o del coefficiente di 
a ttiv ità  di uno ione puntiform e di carica Z, in un solvente di costante dielet
trica un itaria , quale risulta dalla classica teoria di D ebye degli elettroliti 
forti.

R ie l a b o r a z io n e  d e l l a  e q u a z io n e  d i  Sa h a  in  t e r m in i  d i  f u g a c it à . -  
A tem peratura e pressione costanti, l ’equilibrio term odinam ico del processo 
di ionizzazione (1) è fissato dalla relazione:

OS)
a7>ae

aZ - l
f z \  f z  -fejfe 

/ z - i / / z - i
exp

AG^\
NKt )

nella quale, AGt è la variazione di energia libera che avrebbe luogo se N 
particelle A Z- i  fossero com pletam ente trasform ate in A z ed e secondo la (1), 
essendo entram bi, reagenti e prodotti, a ll’equilibrio termico e allo stato
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standard, più innanzi definito. Essendo [ n j :

AGj
( l6 ) NKT

dalla (15) si ha:

/ z l f r f J f e  

f z  J f z .

AE“
NKT +  ln

Q" Q.° \ (Q i  Q°e\
N ìz  \  N /

z - i

Q° Q° V (  Q0/ Q°\
n  )z \ n  )e

Q? Q“\
N z - i

exp
AE0° \  

N K T/ ‘

Inoltre, considerando la funzione di ripartizione dell’energia traslazio- 
nale del com ponente ì  allo stato  standard , si ha:

Q° \  _  t i n n i i  KT\3/2 /V \o  _  /27Tmi  KT\3/2 KT _  /  271 « ;  KT\3/2 KT 
N li V »  I ' N h ' h2 / P i ~  \ h% ' ~ff

di ta l che l’equazione (17) diventa:

0 9 )

Oo Oo (2 izmz KTy5/2 KT f KT\3/2 KT
f z i f U i / :  _  eZ ee\ f z ' l. *  ) i r

f z - i f / L i 0 * 2 nmz_ 1 K T y /2 KT
y .f z - « l— ^ -------I 75

7 /z -1

exp

e, pertanto:

(2°) / z  1 “  0 “yz~1 Vg(Z-i)

f z f  e Q*Z2 /2 7UWgKT\3/2 _  / AE®\
K T e X P ~ N K T *A2

a eS\
NKT y

Infine, sostituendo nella (20) le fugacità derivate dalla (14) si ha la seguente 
espressione:

(21) riZ ne 

Ẑ—1
Q°z*?Z 2 /2 7T ^ K T  \3/2

Q°KZ-l)
exp AE0° Z*2

NKT 1 XKT

essendo:

Q°z 2 /2 7t me KT\3/2 
Q<z-i) ^

exp Az - i
"KT~

Iz - i  =  fz

L a stessa equazione (21) è s ta ta  ricavata da altri A utori [6, 9], sempre 
nella ipotesi; di validità della teoria di Debye, dalla condizione di m inim o 
dell’energia ljibera del sistem a a ll’equilibrio. T uttav ia , a differenza dalle prece
denti trattaz ion i, il procedim ento su riportato  caratterizza in quale modo la 
correzione da apportare alla energia di ionizzazione dipenda dalle deviazioni 
del sistem a dallo stato ideale.
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Peraltro, anche la rielaborazione in term ini di fugacità non risolve soddi
sfacentem ente il problem a del calcolo delle funzioni di ripartizione elettronica, 
in quanto non fornisce'indicazioni dirette sul criterio di taglio delle funzioni Q° 
im perturbate che appaiono nella equazione di Saha.

La difficoltà di stabilire una diretta  interrelazione tra  le due correzioni: 
quella alla energia di ionizzazione e quella alle funzioni di ripartizione elettro
nica, si spiega considerando che, m entre la prim a è legata alle interazioni 
tra  ciascuna particella del sistema, considerata, per così dire, da ll’esterno 
(particelle puntiform i) e l’insieme delle particelle circostanti, la seconda deve 
provenire dalla considerazione delle interazioni tra  questo insieme e lo stato 
eccitazionale che si determ ina all’interno della particella. I coefficienti di 
fugacità sono stati calcolati distinguendo le particelle unicam ente in base alla 
carica elettrica da esse posseduta, ed una differenziazione di tal genere non 
consente di esprim ere un criterio di correzione delle funzioni in questione in 
quanto, considerato il significato statistico delle Q°, tali correzioni ca ra t
terizzano l’adattam ento  dell’equilibrio interno di ciascuna specie: atom i e 
ioni con differente carica elettrica, a ll’equilibrio totale del sistema.

D alla (21) si trae tu ttav ia  la indicazione che, ad evitare incongruenze, 
nei lim iti dell’approssim azione di Debye per cariche puntiform i, non dovranno 
essere presi in considerazione nel calcolo della Q°(z livelli con energia 
superiore a quella di ionizzazione corretta:

t _ jO 7iz - i  — lz - i  —  Z,-y- 

NOMENCLATURA
a Attività.
A Lavoro massimo.
e Carica dell’elettrone.
E Energia interna.
f  Fugacità.
G Energia libera.
h Costante di Plank.
Iz_ 1 Energia di ionizzazione di una particella di carica Z — 1.
K Costante di Boltzmann.
KL Costante dell’equilibrio termodinamico.
m Massa.
ti Densità di particelle.
N Numero di particelle.
p  Pressione parziale.
P Pressione.
Q Funzione di ripartizione.
T Temperatura assoluta.
V Volume.
Z iNumero di carica di una particella (riferito alla carica -f- e).
X .Lunghezza di Debye.

/ cG \
=  L-g-̂  j jTpN Energia libera parziale molecolare del componente i in soluzione.

(Per le grandezze elettriche si è usato il sistema di unità elettrostatico).
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Summary. — Interactions between particles in a thermal plasma cause reductions in 
the ionization energy.

Lowering of ionization energy has been evaluated by expressing Saha equation in terms 
of fugacities of ionized gases on the basis of the thermodynamic principles of solutions.


