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Meccanica statistica. — Sur la Mécanique statistique pour les 
systèmes non-conservatifs. Nota di S il v iu  G u ia s u , presentata (*} dal 
Socio B. F in z i .

Hommage à M. le Professeur M auro P icon e à l ’occasion 
de son 8oe anniversaire.

i . Les systèmes à double structure ont été élucidés p ar O. Onicescu [i ], [2]. 
Soit m ain tenant S un systèm e m écanique non-conservatifs, avec liaisons 

holonomes. Le m ouvem ent est donné par les équations [3], [4],

/ \ d  1 3T \ dT ~ /z. n
d t \ d q j  3qk ~  ^  (k — l , 2 ,■ ■ ■, S)

où qi q% , • • •, qs sont les coordonnées généralisées, T  Pénergie cinétique, 
et Qi , Q2 , • • •, Qs les composantes généralisées de la force dans Pespace 
des configurations. Soient m ain tenant

(2) t * = W  ( k = I , 2  ,■■■,*)

et la fonction

=  — T/ k—1

En calculant les dérivées partielles de la fonction ìi par rapport à p k , respecti- 
vem ent à qkì et en tenan t com pte de ( i)  et (2) nous obtenons le systèm e des 
équations quasi-canoniques

/ \ . d ì i  . dìi . ^  , ,  V
(3) q k = W k ; ^  =  ( k = I

2. Le courant attaché au systèm e des équations (3) jouit les propriétés 
suivantes:

ThÉORÈME: S i  dans Vespace des phases T, V on consider e chaque point 
du domaine D oC T , de volume Vo, comme Vétat initial du systerne au moment 
to et si Von suit le déplacement de ces points dans le temps, le long de leurs trajec- 
toires jusqu'à un certain moment fin a l t, alors la totalità des positions rèalisèes 
à ce moment form ent un domaine D, doni le volume V t est dotine par la relation

■9Qk du

(4)
. j? , I 'dPk 

V t = f e  dgodp0.

(*) Nella seduta delPn dicembre 1965.
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Demonstration: Soit

q =  q (qo , po , to , t )  , p  =  p  (qo , p 0 , to , t)

la solution du systèm e (3) et soit A le déterm ination fonctionnel de cette tran s
form ation au m om ent t. A lors

dà =  a y  dQk
dt m  dP& ’

Pour t  =  to la. transform ation est identique, done Ao =  .1, et done nous avons 
pour le volume V, la form ule (4).

3. Comme consequence du théorèm e précédant nous avons une relation 
bien déterm inée entre la densité de probabilité dans le point (qo , po) au m o
m ent to et la densité de probabilité dans le point (q =  q (qo , po , to , t) , 
p  =  p  (qo , po , to , t)) au m om ent t :

s

-  2£=l(s) Pt (3 (qo > po , to , t) Jp (qo , po , ^0 , t)) =  -p/# (^0 , i>o) *

C ette relation résulte de la conservation de la probabilité

(6) /  Pt (9 > P) d9 dP =  j  Pio (90 , Po) dqo dpo
D, D„

/ — ~duJ

parce que grace au courant, tous les points du dom aine D 0 au m om ent to , 
vont au dom aine au m om ent t  et done la probabilité que le point repre- 
sen tatif du systèm e se trouve au m om ent to dans le dom aine Do est egale à 
la probabilité que le point represen ta tif du systèm e se trouve au m om ent t 
dans le dom aine . M ais puisque

'(7) J  Pi (9 > P) dq dp =  J Pt (q (qo > Po , to , t) , p  (qo , Po , to , /)) A dqo dpo

il resuite de (6), (7) et (4) la formule (5).

4. L a form ule (5) nous donne la loi devo lu tion  de la densité de proba
bilité à condition de connaìtre la densité de probabilité au m om ent initial to. 
Pour la déterm iner, nous ferons l’application du principe de P entropie m axi
m ale de E .T . Jaynes [5]. Si nous connaissons les valeurs m oyennes ( / / )/0 
( 7 = 1 , 2 ,  •*■,#)  de n fonctions de phase (i =  1 , 2 , • • •, n) au m om ent t0, 
alors,, p a r Papplication de ce principe nous obtenons pour la densité de pro- 
babilijté au m om ent t0 P expression

n

- P -  2
Pt. (90 ,po) =  e i=1(8)
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où les constantes |3 , a i , 0C2 , • * - , a* seront déterminées par les égalités

P =  log <!><„ ( a i , a2 , • • •, a*)

{ f i  —
d log <Df0.(«i, a2 , • • •, QLn) 

doii ( i =  I , 2 , • • • , » )

où nous avons posé
n

/
— 2  aif; (So’PoJo)

e *=1 dqodpo .

r

L ’expression (8) complète la formule (5) pour la densité de probabilité au 
moment t.

5. Le processus correspondant au courant de l ’espace des phases, tenan t 
compte de considérations précédantes est encore un processus déterm iniste; 
aléatoires sont seulem ént les conditions initiales. L a probabilité de passage 
du point (qo , fio) au m om ent Iq au point ( q , fi) arb itraire, au m om ent 
t (fi >  tò) sera

, ,  ^  l 1 si q =  q (qo , f i o , t 0 , t )  , fi .=  fi (qo , fio , t0 , t)
9* . (?o , fio ; q , fi) =  . , , ^ ^ ^( o si q=j= q (qo , fio , to , t) ou fi fi (q0 , fio , tQ , t)

où q (qo , fio , to , t) , fi (qo , fio , to , t) est la solution du système des équations 
quasi-canoniques (3), avec les conditions initiales (qo , fio) au m om ent to .

6. L a Thérm odynam ique des processus irréversibles s’occupe des lois 
phénoménologiques qui gouvernent le com portem ent des systèm es macrosco- 
piques en evolution et la M écanique statistique des processus irréversibles 
essaye d ’expliquer ces lois, comme une conséquence de la M écanique m icros- 
tructurale. Les grandeurs macroscopiques sont assimilées aux valeurs moyennes 
de certaihes variables aléatoires, fonctions de phase attachées aux système. 
Si nous avons pi variables m acroscopiques

{fr )t =  j f r  9, dv (r =  1 , 2 , • • •, m)
r

où nous avons noté, pour simplifier l ’écriture, avec dv l ’élém ent de volume 
dans r ,  leur variation en fonction de tem ps, grace à la relation (5) sera donné 
par les équations

(9) 2 . '  • • . » ) •

Considérons à présent v fonctions de ces m  variables macroscopiques

F; «  =  F , « /1  >,, </2 > , , • • • , < / „> , )  > (/  =  i , 2 , • • •, v)
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Alors, nous avons pour les flux de ces grandeurs, en tenan t com pte de (9),

j /  =
dFi
dt ■ I X x r ,

r =  1
( / =  I , 2 ,• • - , V)

où nous avons noté avec

__ 3F/
'l r ~  3 { f r ) ,

^ -r  { ( .fr )  ) /  > 1 > 2 , • • • , Z' , T'* —  I , 2 , • • • , f i t) .

7. Il est facile de m ontrer que si pour chaque qo =  q (to) , po =  p  (to) 
les intégrales

00

j  ^ j~ d u  <  +  00 (k =  1 , 2 , • • •, s)

h

sont convergentes et s ’il existe une constante M >  o, telle que, pour chaque 
t >  to et qo =  q (to) , po =  p  (Vo) l ’on a

0̂

alors le systèm e m écanique tend vers l ’équilibre, c’és t-à -d ire , pour chaque 
s >  o et chaque (qo , po) € F tel que o <  p*0 (qo , Po) <  +  oo il existe le nom bre 
réel T  — T  (z , qo y po) tel que, aussitot ayant t r> T  , t " > T  il en résulte

I pr(f(go ,poJo, t ' ) , p(qo,po,  t0 , t r) —  Pt"(q(qo,po>to,t”) ,P (qo,po,  A), 0 ) 1  < s .

8. Nous supposons que la solution du systèm e des equations quasi- 
canoniques (3) est une application biunivoque de F sur T. Alors le théorèm e 
H de L. B oltzm ann dém ontré dans [6] reste valable.

9. Si nous supposons m aintenant q u ’il existe une fonction de force 
U  =  U  (q } t) telle que

q* =  ( k = i  , 2 ,• • •, j)

alors, il résulte de (4) et (5) que le volume et la densité de probabilité dans 
l’espace des phases se conservent dans le temps, c ’e s t-à -d ire  le théorèm e 
classique de Liouvile. Il résulte que les forces non-conservatives déterm inent 
les lois devo lu tion .

10. Les détails de ces problem es seront donnés dans [7].
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RIASSUNTO. — In questo lavoro, noi presentiamo la Meccanica statistica per un sistema 
meccanico non conservativo, rinunziando all’ ipotesi restrittiva che le forze generalizzate 
nello spazio delle configurazioni derivino da un potenziale.


