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N O T E  P R E S E N T A T E  DA S O C I

Matematica. —■ Dimostrazione elementare di un teorema del T ri
comi. Nota di Louis C a s t a g n e t t o , presentata n  dal Socio B. S e g r e .

1. Il Tricom i, 
strato  la relazione

in questi stessi « A tti » (6) 25, 416-421 (1937), ha dimo-

t I oc <  1

(1)
n

lim  e~na 2  ~ tt (nd)k =
«-^00 £=0 k !

J I
J 2 oc =  1

[ O oc >  1 .

L ’elegante dim ostrazione del Tricom i si basa sulla formola di inversione di 
S tie ltjes-P ost-W idder e non può pertanto  dirsi elem entare. In  vista del
l’interesse di questo risultato , non è forse fuori di luogo registrare una dim o
strazione d ire tta  e com pletam ente elem entare (ma naturalm ente più lunga) 
della (i). Questo è il principale scopo della presente Nota, che contiene pure 
qualche conseguenza della ( i) ..

2. Consideriam o prim a il caso a =  i. Abbiam o
n

(2) e” =  1 +  —  +  •• ■ +  —  + — J ( n  —  x)"e*dX .
0

M a

(3)

n n

D a (2) e (3) risulta

(4)

n * -, ■
1 + TT +  -

nn
n\

-
d t .

Si tra tta  dunque di calcolare il lim ite del secondo term ine del secondo m em 
bro di (4).

Lo sviluppo lim itato di T aylor nella vicinanza di t  =  1 della funzione 
y  (t) =  t  —  1 -— L  t  è (se si tiene conto che y  (1) =  y ’ (1) =  o ; y ” (1) =  1)

(s) y  00 =  t —  1 —  L t =  +  (1 —  t f  r ( t) .

(*) Nella seduta! del 13 novembre 1965.
(1) Cfr. lettera N° 383 (di Stieltjes a  Hermite), Correspondance d'Hermite et de Stiel- 

tjes, 2, p. 332 (Paris, Gauthier-Villars, 1905); E. L. POST, «Trans. Am. Math. Soc.», 32, 
723-781 (1930); D. V . W lDDER, «Trans. Am. Math. Soc. », 36, 107-200 (1934).
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Se poniam o adesso z  (t) =  t — 1 — L t- (1 —t f

(6) (o) =s= 00 , z  (1) =  o ; e pertanto  z (f) >  o

*'(?) =  ■
(1 —t f <  o ,

concludiamo che si verifica

(7) t  —  I —  U  >  1)2 J f e [ o , i ] .

D ’altronde è r (i) — — yr l (i) ~ -----— ; pertanto  esistono due costanti

c i , C2 tali che, in un  intorno di t  =  i, ha luogo la form ola

(8) ci < r ( t)< C 2 .

D a (5) e (7) si ricava

(9) a  (i —  0 3 <  t —  1 —  L / —  -  < ^ 2 (1  —- t )z ,

~«f(1~/)2 +^(l-/)3] -»[/-l-U] (i-0aje I- 1 J <  e <  e L 2 J .

3. S ia o <  e <  1; tenendo conto di (6) e (7) otteniam o

( io )

1  —  8

u 'd f <  (1 —  e) <  e" T 8*.

e da (9), integrando, si ricava

( . . )  y
1 — 8 1 — 8 1—8

Con un cam biam ento di variabile i — t =  u ^ 2 /n, si conclude che il 
prim o ed il terzo integrale di (11) sono della forma

;l/»/2

n j ‘ - ‘ ^
0

dove

(12) c >  0 .

M a

e y»/2 e y»/2

0 3 ) / * - “*<? V” d u =  / <?-**[>

8 1̂ /2" 

e~ u% d u .
0 0 0
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D ’altronde

(r4)

e y« /2  , e V«/2 ,r* CU3 /» CUr
j e ~ u‘ (e — i)du < J  ( i — e ^ ) d u < ( i —, 21/2

0 0 

Poniam o ora z =  , ed im poniam o le condizioni

(15) ■■ir,£ \n nz* -> o .

Si vede senza difficoltà che la prim a delle (15) esige q >  2p  e fi 
3 f t > q ,  ossia

2 p  < q  < l p  ;

e questa disuguaglianza è verificata, per esempio, se p  =  2 , q 
Con questa scelta di p  e q, si ricava

(16) ( i — e 21/2

e, da (16) e (13)

5® f
) « | / - 2 n-> 00 -> O

( ! 7)

D a (17) e (11) ricaviam o

(18)

/ v"/2
lim  l e~u‘ e du =  

n -> o o J  2
0

lim | £-*[*-!■
e-̂ o J

1-8
- 1- ^ 3^ = . ^7T'

D ’altronde, dalla prim a delle (15) e dalla (io) otteniam o

1  —  8

(19)

ossia, da (18) e (19),

(20)

lim
8-4-0

lim

J  e~n[t~ 1 dt =  o ,

D a (20), (12), (3) e (4) e dalla form ola di S tirling si ha infine

1
Vie(22) lim n i J e~ nt tn dt =  lim

■ f
2 \TZ __  I
n 2 2

che dim ostra la (1), per il caso oc =  1.

seconda

=  5-
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Passiam o adesso al caso a =4 = i- Abbiam o
na

*“ = .  +  =■ +  ••• +  ^  e -d ,,
Ò

ossia
nv. («a)w a

i + t t + - - - + —  «k+i r  _(23)  — --------- ~ = I ------ n v v n d V '

o

Se a <  i, abbiam o già visto (formola (io)), che il secondo term ine del 
secondo m em bro di (22) ha lim ite nullo.

Se a >  1 scriviam o

(24)
nn-\-1
n !

a

e~nv vn fa
0

vn dv + nn + 1  '

n !

a

— nv vn d v .
1

A bbiam o già visto che il prim o term ine del secondo m em bro ha per 
lim ite 1/2 (formola (22)); e partendo dalla (9) si dim ostra, in m aniera perfet
tam ente analoga, che l ’ultim o term ine della (4) ha per lim ite 1/2; ossia che il 
secondo term ine del secondo m em bro della (23) ha per lim ite zero. Con ciò 
la (1) è pienam ente d im ostrata.

4. Farem o, per concludere, u n ’applicazione della formola (1). Il Kàl- 
len, in un recente interessante lavoro (Consistency problems, in quantum electro- 
dynamics, Cern, Theoretical S tudy  Division, Geneve, 1957, publication 57-43), 
afferm a che è valida la formola (loc. cit., p. 24)

(25)

n

1 +  £
v = l

{nd)v
v!

lim
n—>oo ea n

I
I .

Vediamo, come conseguenza facile della (1), che questa formola è sol
tan to  valida se a <  1.

Infatti, si dim ostra che vale la formola (o <  oc <  00)

lim
n -400

I +
n■
£

v =  1

( n x ) v

~v!

n

£ (/za)v
~ v r

n2

V

— 1 ;

ossia, m oltiplicando e dividendo l i  denom inatore per ean,

1 _|_ 2
v!

lim
n*

1 +  VT

v=o

(naCf
~ v T

n ->oo
=  i ;



Louis C a sta g n e tto , Dimostrazione elementare di un teorema del Tricomi 4 1 7

onde

! + i  ^
A  v!

lim  •
n —>oo

nà
1 +  ~vT

lim

{nd)y
v!

n —>oo e

Se si tiene conto della (i)  otteniam o finalmente

* («a)v
I +  .S

lim
n —>oo

1
n2

. 1 + j :

se

se

a >  i 

a =  1
) 2
[ 1 se 0 <  a <  1 ,

la validità della (25) se è 0 <  a <  1

SUMMARY. — Tricomi’s formula (i) is proved in an elementary way and some con
sequences are obtained.


