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Fisica matematica. — Campi fis ic i bivettoriali e loro genesi varia­
zionale. N ota (* (**)} di E lis a  U d esch in i B rin is, presentata (*#) dal Socio 
B. F inzi.

U n m etodo generale per individuare un campo fisico spazio-tem porale 
è quello di valersi di un principio variazionale:

( 0 8 2 d t  =  o
/

che affermi la stazionarietà dell’integrale, esteso ad una qualsivoglia regione 
spazio-tem porale t , di un invarian te  £ (densità lagrangiana) costruito con 
gli enti spazio-tem porali che caratterizzano il campo. Tale invarian te risulta, 
ordinariam ente, funzione dei potenziali del campo e delle loro derivate prim e 
spazio-tem porali e la sua stazionarietà deve aver luogo per una generica 
variazione dei potenziali stessi.

Per ottenere le equazioni indefinite di campo, si im pone che la variazione 
dei potenziali ne rispetti i valori al contorno. Se poi la variazione è tu tto  
affatto arb itra ria , da (1) si possono anche dedurre le condizioni al contorno.

Le equazioni che così si stabiliscono risultano, com patibili e possiedono 
carattere invariantivo nello spazio-tem po rispetto ad un generico cam biam ento 
di riferim ento, soddisfacendo così al principio di re lativ ità generale.

In tal modo vengono ad esempio studiati campi fisici particolarm ente 
notevoli (come quello elettrom agnetico nel vuoto) caratterizzati da un tensore 
doppio em isimm etrico irrotazionale.

Si introduce un unico potenziale vettore ®a tale che:

si considera una densità lagrangiana dipendente dal solo vettore ®a e dalle 
sue derivate prim e; dal principio (1) si traggono allora le equazioni inde­
finite che, unite alle (2), forniscono le equazioni del campo Gap d).

Cam pi cosiffatti vengono ordinariam ente denom inati campi vettoriali, 
perché individuati da un potenziale vettore ®a .

In questa N ota osservo che, per un generico campo caratterizzato da 
un tensore doppio em isimm etrico Gap, irrotazionale o no, tutte le equazioni 
di campo si possono trarre  dal principio variazionale (1).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
(**) Nella seduta del 13 novembre 1965.
(1) Cfr. aà esempio: H. WeYL, «Ann. der Phys. », 54, 118 (1917); E .M . CORSON, Intro­

duction to Tensors, Spinors, and relativistic wave-equations, Blackie & Son Limited, London 
and Glasgow (1953); M. A. TonnelAT, Les principes de lathéorie étectromagnétique et de la 
relatività, Masson et Cie, Paris (1959).

(2) G aj5 ®{3/a ^ a /|3  0^ > P Q > 1 > 2  , 3 ))



270 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXIX -  novembre 1965

Ciò grazie ad una estensione del teorem a di Clebsch, che perm ette di 
esprim ere un generico tensore doppio em isimmetrico dello spazio-tem po 
m ediante le derivate prim e di due vettori potenziali (cui si può im porre la 
condizione di solenoidalità), secondo la relazione <2 3>:

(3 ) Gap =  0|3/a —• ® a /|3 +  £a(3Y§ T Y/5 (eapY5 =: tensore di Ricci)

con ®a/a =  o e T “/a =  o.
Si può infatti esprim ere la densità lagrangiana m ediante i due potenziali 

vettori Oa e T a e le loro derivate. D al principio (1), operando la variazione 
sui due potenziali, si deducono allora tu tte  le equazioni di campo (comprese 
quelle che traducono l ’irro tazionalità di G ^ , nel caso particolare sopra citato).

A  tali campi darem o il nome di campi bivettoriali, perché individuati dai 
due vettori Oa e xFa.

Considero dapprim a una generica densità lagrangiana funzione di un 
solo tensore doppio emisimm etrico: 2 — 2 (G ^) e poi di esso e dei suoi 
potenziali: 2 =  2 (Gap , ®a ,Y a). Generalizzando il procedim ento seguito da 
B. Finzi per dedurre le equazioni del campo elettrom agnetico® , stabilisco 
le corrispondenti equazioni di campo; dedqco poi (con opportuna variazione 
dei potenziali) l ’espressione del tensore energetico canonico H QV che risulta 
solenoidale.

Supposto infine che la precedente lagrangiana dipenda anche da un 
vettore P , funzione assegnata dei punti dello spazioHiempo (come avviene, 
ad esempio, con il vettore, distribuzione elettrica j a del campo elettrom agnetico 
non neutro), stabilisco le equazioni di campo e trovo che il tensore energetico 
canonico H QV non è più solenoidale.

R ientrano in quest’ultim o caso il campo m axwelliano non neutro ed 
altri campi, fra cui quello di P ro ca -Yukawa, più generali di quello elettro- 
m agnetico <4h

i .  L a g r a n g i a n a  f u n z i o n e  so lo  d i  u n  t e n s o r e  e m is im m e t r ic o . -  
iConsideriamo una densità lagrangiana:

(4) 2 =  2 (G«?)

funzione soltanto di un tensore doppio emisimmetrico Gap definito nello spazio­
tem po quadridim ensionale pseudoeuclideo e atto a caratterizzare un campo 
fisico.

R icordando il teorem a (3), diciamo ®a e T a i due vettori potenziali del 
tensore G ^ ,  funzioni regolari dei punti dello spazio-tem po.

(2) B. F inzi, S u l principio della minima azione e sulle equazioni elettromagnetiche che 
se ne deducono, questi « Rendiconti », ser. V i l i ,  12 (1952). Gfr. anche: B. FlNZl-M. PASTORI, 
Calcolp tensoriale e applicazioni, Zanichelli, Bologna (1962), p. 414. La (3) esprime il tensore 
doppiò Gap come somma di un tensore irrotazionale — <D e di uno solenoidale S o  8 T y/ò. /

(3) B. F inzi, loco cit. Y
(4) B. F inzi, loco cit. Nota I e II; Idem, Sopra una estensione dei campi elettromagne­

tici, questi «Rendiconti», ser. V i l i ,  13 (1952).
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Le equazioni indefinite di campo si possono trarre  dal principio varia ­
zionale (1), quando si operi la variazione lasciando inaltera ti entram bi i 
potenziali ®tt e Y a al contorno a di t .

Sviluppo in questo prim o caso i calcoli che si potrebbero ripetere quasi 
inaltera ti nei casi successivi.

Per la (3):

(30 §GaR =  8®p/o -  S0>a/p +  £aPye STv/e.

Si ha pertanto:

s j s ( G aP) t/T =  J ^ _ S G a^ T  =

32 32
9GaP 9Gp J

/ 3£ dZ \

^3G«p 3GJ

/ 3£ dZ '

^^(3/a +
32

3 G T  £(X̂ eaf3
W ylQ d'v

fa
d T 4-

/
sa;ÌYe —  SY*3Ga|3

Iq

\3G aJ3 d G T l l a  ^

I 32 \ I q

afi
W y dr .

X

dr  4-

Per i noti teorem i sulla trasform azione di integrali, supposta la regolarità 
delle funzioni nel campo, e indicando con il versore norm ale al contorno <x, 
volto verso l ’esterno:

32 32 V«a S<Dp +  sapYe 4 L ^  S T YG a  +
3G«p a(3

32 32 32 \(Q

3Ga3 9G|3« II- +  S“;,Y9 ( ^  f ^

ed essendo, su g , SC>p =  o e SY7 =  o:

(5) a j e  (G„) *  =  - /  J( 0 0  -  { S z Y  8 T ,|
T T

Affinché sia • J  £ d i  =  o, qualunque siano, nella regione t ,  8<Dp e S'FY,

dovrà essere:

( 0

dZ 3£

3G «P 9G |3 a " “

3£ 'Ve.

=  o

Viceversa, se le (6) sono soddisfatte, risulta verificata la (1).
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Le (6) sono le equazioni di campo: si tra tta  di otto equazioni nelle sei 
incognite GaJ3. Sussistono però le due identità, che le riducono a sei ind i­
pendenti:

f / 9£ 9£ \ _

, , ' 3G«P
(7) I ( di \Iqy

= 0 .

Se, in particolare, prendiam o funzione lineare omogenea delle
derivate Ga^ v :

(8) =  7)V Ga(-)/v (con Tjv infinitesim i arb itrari)

e quindi anche:

(9 ) 8 © p .=  V ® W v ,  ; S =

la (1) fornisce, analogam ente a quanto avviene in m eccanica analitica, un 
teorem a di conservazione espresso dalla solenoidalità di un tensore doppio. 

Per la (5) e per le (9), indicando con g ^  il tensore fondam entale:

X

9£
C^Qa ® 0 /v  <£qP ® a /v )  +  s a|3ye “n p  ^ Y/v ~hdGap dGa|3

Iq

+  J  ( ® P /v a ------  ® a /v p ) +  Sapye ^/v® ! V

ed essendo:

~ /v 9G  (®p'/av ^ a /p v  H" Sa pYe T Y/ Qv)
af3 ap

si ha:

( I O )  s J s ( G af}) ^ :
■ /

95:
9GaJ3

(^Qtt ®P/V " -̂ ■qP ®o/v +  eojYQ T / v )  —  e V]v

Posto:

95:
/  -H qv C^Qa ^ p /v  ^ Qp *Lx/v ~f~ s apyQ /v )

ap

affinché la (io ) verifichi la (i)  qualunque siano gli 7)v, deve sussistere la: 

(12) H ev/e = o

che afferma la solenoidalità del tensore energetico canonico H QV, definito 
m ediante la ( u ) .
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Considerando il caso particolare in cui Ga)3 è il tensore elettrom agnetico 
(Gap .■= F ap di potenziali <pa e ^ a) e l ’azione è quella di puro campo elettro- 
magnetico:

j s d x = j l - F ap F ^ d T
T T

si ritrovano i noti risu ltati.
Le (6) si riducono in fatti a:

F P“/a =  o 

s«HYCF Pa/e =  o 

ed il tensore energetico canonico a:

Hqv =  F?# n iv  +  F p“ + V -  -  Fa(i FPV ev

o ancora, ponendo <]/Y =  o per la seconda delle (13):

(H ) H ev =  F ,?9 <pP/v +  - - F af!F “lV ev (5).

Il tensore H QV non è sim m etrico, a differenza del consueto tensore ener­
getico elettrom agnetico E QV <6>.

( u )

2. L a g r a n g i a n a  f u n z i o n e  d i  u n  t e n s o r e  e m is im m e t r ic o  e  d e i  
SUOI POTENZIALI. -  Supponiam o ora che la densità lagrangiana, oltre che da 
un tensore doppio em isimm etrico, dipenda anche esplicitam ente dai suoi due 
potenziali. Si abbia cioè:

0 5 ) £ =  £ (G* , Oa , Y “),

Per ottehere le equazioni di campo possiamo procedere come nel caso 
precedente. Sarà:

(16) 8 J  2 (Gap , Op, Y Y) 8Gap dr + K  SO« +  S'FYÌ d r” P ' g^nr /

e, se su è  SOp =  o e SY7 =  o, per la (5):

(5') 8 f  Sdr = \( 92 V
J 3Gpa //«
X

( di \/e
r aPYeV2Ga(3/ 9T y

di
8 0  a da -j-

8VFY eh.

(5) Cfr. CORSON, loco cit., p. 80.

(6) Eev =  FPe Fv  ̂ +  Ì F i f F“0 5,  Si ha: EQV =  Hfiv -  F% 9y/p.
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Le equazioni di campo diventano quindi:

(6')
dG'ap 3G pa / / “

SS \IQ SS

3<1)P

/ óz y e  _

Dalle (6'), ricordando le iden tità  (7), si deduce che devono essere verificate 
le due relazioni:

(7 0
3% j/p 0

c£ \/y
------- =  o
3T Y /

Se, come nei casi più comuni, £ è funzione quadratica dei suoi argo­
m enti, si constata im m ediatam ente che le (7O sono senz’altro verificate ove 
siano sottoposti i potenziali alla condizione di solenoidalità.

Per ottenere l ’espressione del tensore energetico canonico, scegliamo le 
variazioni dei potenziali funzioni lineari omogenee delle derivate (confor­
m em ente alle (9)).

Per la (5') e per le (9):

(17 ) s (Gap , Op , Y V t =  -
_ 9£ _ \  9£

"Sa //« d% ^ 13/v +

Iq

Con sviluppi perfettam ente analoghi a quelli del caso precedente ed osser- 
vando che ora:

o _ 1 ^  | \t/y
"/v ~  G“Wv +  "3®7 0p/v +  ~srT  T  /v

si ha di nuovo la (io ) e quindi la (12) con H QV definito dalla (11).
Anche in questo caso, cioè, si deduce la solenoidalità del tensore energetico 

canonico, la cui espressione è ancora data  dalla (11).
Se, in particolare, Gaj3 coincide con il tensore elettrom agnetico F aJ3 e come 

densità lagrangiana si assume:

0 — _i_ F^ x 1af3
F ^a +

4 A 2 ¥a<P

(essendo A una costante universale) le equazioni (6r) si riducono a quelle del 
campo mesonico neutro:

(18)

'J3a
/a 2 A2 ? (3

eapYQ F pa/G =  o .
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Il tensore energetico canonico, in tal caso, diventa:

9) H ev =  F?e <Pp/v +  j  Fa,, F a|3 g QV — cpa <p“ g QV

avendo posto t]F =  o, per la seconda delle (18).

3. L a g r a n g ia n a  f u n z i o n e  d i  u n  t e n s o r e  e m is im m e t r ic o , d e i  s u o i

POTENZIALI E DI UN VETTORE DISTRIBUZIONE ASSEGNATO. -  Generalizzando 
ulteriorm ente la densità lagrangiana, supponiam o che essa, oltre che da un 
tensore doppio e dai suoi potenziali, d ipenda anche da un vettore di d istrib u ­
zione 1°, funzione assegnata dei punti dello spazio-tem po. Sia, cioè:

(20 ) 2 =  £ ( G *  , 0 o , T ° ,  I“).

Valendoci sem pre del principio (i)  ed osservando che la variazione opera 
sui potenziali, m a non sul vettore 1°, ritroviam o im m utate la (16) e la (5').

Le equazioni di campo sono quindi ancora le (67) ed ancora devono essere 
verificate le (7').

Nel caso in cui 2 è funzione quadratica dei suoi argomenti, si verifica 
im m ediatam ente che le (7'), allorché i potenziali sono solenoidali, impongono 
la solenoidalità del vettore 1° :

(21) I“/. =  o.

Se si scelgono le variazioni dei potenziali conformi alle (9), si ottiene 
ancora la (17); ni a essendo:

0 __ 32 n  1 32 ns 1 my , 32 Ta
~/v 3Ga., G “Wv +  30^ V  +  " sF  1 /v

ricordando i calcoli del n. 1, in luogo della (io) si ha:

(2 2 ) 8 J 2 (Ga,3 , I») dx =

3£
: ( ,  * ) l v  g o 3 ^b« v “b  £a|3yQ 'F ' /v )  ~ g t} vaf3

I® I ja ) v 7
“1“ I /v j TQ

Affinché, la (22) verifichi la (1) qualunque siano gli y)v, dovrà quindi 
essere:

(2 3 ) î r ÌQ __  32 jet
n Qv 1 /v

con H qv definito sempre dalla ( n ) .
A  differenza dei casi precedenti, il tensore energetico canonico H QV non 

è più solenoidale.
Considerando il caso particolare in cui Gap è il tensore elettrom agnetico 

(Gap =  F ttp), Ia il vettore distribuzione elettrica (Ia =  j a) e come densità la-
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grangiana si assume la:

£ =  ^ F ap F p“ +  <p0 /

si ritrovano risu ltati noti.
Le (6 ') d iventano in fatti le equazioni del campo elettrom agnetico non 

neutro:

(2 4 )
F |3“/a =  f

F (3 o/q
— O .

Le ( j r) esprimono il principio di conservazione delLelettricità (la p rim a diviene 
in fatti =  o, m entre la seconda è identicam ente soddisfatta).

La (23), infine, dà:

(2 5̂  H #v,8 =  — 9 « A

con:

(26) H ev =  F?e <pp/v +  - j  F „|3 F “p gQV — /  gQV

e con facili calcoli si verifica che ciò si accorda con il ben noto risultato  che 
la divergenza del tensore energetico elettrom agnetico sim metrico E QV uguaglia 
le forze ponderom otrici F ^ / 3 *7).

Così pure, se come densità lagrangiana £ si assume una generica com­
binazione lineare di invarian ti quadratici costruiti con gli elementi: 
j a, 9a > (6') coincidono con le equazioni stabilite da Finzi per campi
che generalizzano quello elettrom agnetico <8h

(7) Essendo: E#v =  F?q Fvp +  ~  Fa(3 F ^ ,  si ha: E qv =  Hev - F ? e 9v/p +  /  

e quindi, ricordando le (25) e (24):

V e =  HV  -  ?v/p -  F pe 9v/pe +  ( /  *p)/e ^ev = - ? p  / / v  - /  9v/p +

+  //V  <Pp + /  <Pp/v = /  (9P/V — 'Pv/p) =  FvP f  ■

(8) , B. FlNZI, loco primo citato, Nota II e loco secondo citato.

Summary — In this paper we are considering a general field defined in space-time by  
a second-rank antisymmetric tensor. We can have it depending on two potential vectors. 
From one variational principle, by varying the two potentials, all field equations are derived. 
When potentials are varied in a suitable way, we also obtain an expression of canonical energy- 
momeptum tensor. Several forms of Lagrangian density are considered; as particular cases, 
equations of known physical fields are found.


