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Fisica matematica. — Campi fisici bivettoriali e loro genesi varia-
ztonale. Nota® di Erisa UbpescHint Brinis, presentata® dal Socio
B. Finzr

Un metodo generale per individuare un campo fisico spazio—temporale
¢ quello di valersi di un principio variazionale:

(1) sfga'fczo

T

che affermi la stazionarieta dell'integrale, esteso ad una qualsivoglia regione
spazio—temporale 7, di un invariante £ (densitd lagrangiana) costruito con
gli enti spazio—temporali che caratterizzano il campo. Tale invariante risulta,
ordinariamente, funzione dei potenziali del campo e delle loro derivate prime
spazio—temporali e la sua stazionarietd deve aver luogo per una generica
variazione dei potenziali stessi.

Per ottenere le equazioni indefinite di campo, si impone che la variazione
dei potenziali ne rispetti i valori al contorno. Se poi la variazione ¢& tutto
affatto arbitraria, da (1) si possono anche dedurre le condizioni al contorno.

Le equazioni che cosi si stabiliscono risultano. compatibili e possiedono
carattere invariantivo nello spazio—tempo rispetto ad un generico cambiamento
di riferimento, soddisfacendo cosi al principio di relativitd generale.

In tal modo vengono ad esempio studiati campi fisici particolarmente
notevoli (come quello elettromagnetico nel vuoto) caratterizzati da un tensore
doppio emisimmetrico G,g irrotazionale.

Si introduce un unico potenziale vettore @, tale che:

<2) Gaﬁ:(Dﬂ/a_—(Da/ﬁ (CZ,B"'ZO,I,Z,S);

si considera una densita /lagrangiana dipendente dal solo vettore @, e dalle
sue derivate prime; dal principio (1) si traggono allora le equazioni inde-
finite che, unite alle (2), forniscono le equazioni del campo Ggg @.

Campi cosiffatti vengono ordinariamente denominati campi vettoriali,
perché individuati da un potenziale vettore @,.
~ In questa Nota osservo che, per un generico campo caratterizzato da
un tensore doppio emisimmetrico Ggg, irrotazionale o no, fuffe le equazioni
di campo si possono trarre dal principio variazionale (1).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.

(*%) Nella seduta del 13 novembre 1965.

(1) Cfr. ad esempio: H. WEYL, « Ann. der Phys.», 54, 118 (1917); E. M. CORSON, n#ro-
Juction to Tensors, Spinors, and relativistic wave—equations, Blackie & Son Limited, London
and Glasgow (1953); M. A. TONNELAT, Les principes de la théorie électromagnétique et de la
relativité, Masson et Ci¢, Paris (1959).
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Cid grazie ad una estensione del teorema di Clebsch, che permette di
esprimere un generico tensore doppio emisimmetrico Gug dello spazio—tempo
mediante le derivate prime di due vettori potenziali (cui si pud imporre la
condizione di solenoidalitd), secondo la relazione @:

(3) Gop = Qptg — Do + €apyp T (capys = tensore di Ricci)

con ¥/ =0 e ¥*, = o.

Si puo infatti esprimere la densita lagrangiana mediante i due potenziali
vettori @, e ¥"* e le loro derivate. Dal principio (1), operando la variazione
sui due potenziali, si deducono allora tutte le equazioni di campo (comprese
quelle che traducono l'irrotazionalita di Gz, nel caso particolare sopra citato).

A tali campi daremo il nome di camps bivettoriali, perché individuati dai
due vettori @, e ¥

Considero dapprima una generica densitd lagrangiana funzione di un
solo tensore doppio emisimmetrico: £ = £ (G,5) e poi di esso e dei suoi
potenziali: £ = £ (G, @, ,¥*). Generalizzando il procedimento seguito da
B. Finzi per dedurre le equazioni del campo elettromagnetico ®, stabilisco
le corrispondenti equazioni di campo; deduco poi (con opportuna variazione
dei potenziali) I'espressione del tensore energetico canonico Hy, che risulta
solenoidale.

Supposto infine che la precedente lagrangiana dipenda anche da un
vettore 1%, funzione assegnata dei punti dello spazio-tempo (come avviene,
ad esempio, con il vettore.distribuzione elettrica 7* del campo elettromagnetico
non neutro), stabilisco le equazioni di campo e trovo che il tensore energetico
canonico Hyy non ¢ pil solenoidale. \

Rientrano in quest’ultimo caso il campo maxwelliano non neutro ed

altri campi, fra cui quello di Proca—Yukawa, pitt generali di quello elettro-
magnetico 4,

I. LAGRANGIANA FUNZIONE SOLO DI UN TENSORE EMISIMMETRICO. —
Consideriamo una densita lagrangiana:

) £ = £ (Gep)

funzione soltanto di un tensore doppio emisimmetrico G,g definito nello spazio—
tempo quadridimensionale pseudoeuclideo e atto a caratterizzare un campo
fisico. ’

Ricordando il teorema (3), diciamo ®, e ¥, i due vettori potenziali del
tensore G,g, funzioni regolari dei punti dello spazio—tempo.

(2) B. FINZ1, Sul principio della minima azione e sulle equazioni elettromagnetiche che
se ne deducono, questi « Rendiconti», ser. VIII, 12 (1952). Cfr. anche: B. FINzI-M. PASTORI,
Calcolo tensoriale e applicazioni, Zanichelli, Bologna (1962), p. 414. La (3) esprime il tensore
doppié G_; come somma di. un tensore irrotazionale (Dﬁ o q)a/B e di uno solenoidale €apyd w3,

(3) B. Finzi, loco cit.

(4) B. Finzi, loco cit. Nota I e II; IDEM, Sopra una estensione dei campi elettromagne-
Zici, questi « Rendiconti», ser. VIII, 13 (1952).
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Le equazioni indefinite di campo si possono trarre dal principio varia- -
zionale (1), quando si operi la variazione lasciando inalterati entrambi i
potenziali ®, e ¥, al contorno ¢ di 7.

Sviluppo in questo primo caso i calcoli che si potrebbero ripetere quasi
inalterati nei casi successivi.

Per la (3):
(3" 8Gas = 3Dy, — 3Dgyp + capye STFS.

Si ha pertanto:

fs (Gop) @7 = f— 8G g a7 =

N 22 a2 o o
—f(@ —_— W‘h) 8®ﬁ/a dr —I— f@ Eaﬁyg SIP‘ dr =

- f [(‘%E — %) 30|z + f [cesre .a% S i

_ J %)/ 3®s + cupre (36— B)’Q S| .

Per i noti teoremi sulla trasformazione di integrali, supposta la regolarita

delle funzioni nel campo, e indicando con 7, il versore normale al contorno o,
volto verso l’esterno:

afo@aﬁ)dr_fg oF o B o) 7 3Py + Supre ma— SG ne S| do +
ﬁ

1 = A b G

o
T

ed essendo, su ¢, 8@z =0 e ¥ = o:

() Sff (Gop) dv = ——f 3(% = %), 5P + Eaﬁy@( aﬂ)/Q Mﬁy%

Affinché sia 8]53 d7 = o, qualunque siano, nella regione 7, 3D e 3P,

T
\
dovra essere:

( 3 5 ) 5
© 8Gos — 3Ggy Jra
3L \e
saﬁYQ(aGaﬁ> =

Viceversa, se le (6) sono soddisfatte, risulta verificata la (1).
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Le (6) sono le equazioni di campo: si tratta di otto equazioni nelle sei
incognite G,g. Sussistono perd le due identitd, che le riducono a sei indi-

pendenti:
( 52 ae ) _
E?Gm[3 E9GBcl aB

oL \ey
€“B’YQ m) = 0
[0}

Se, in particolare, prendiamo 3Gy funzione lineare omogenea delle
derivate Gegy:

@)

(8) 3G = 1" Gagv (con % infinitesimi arbitrari)
e quindi anche:
©) 80y =" By 5 S ='W

la (1) fornisce, analogamente a quanto avviene in meccanica analitica, un
teorema di conservazione espresso dalla solenoidalitd di un tensore doppio.
Per la (5) e per le (9), indicando con g il tensore fondamentale:

o %% e oy ) V n
fQ(GaBMT_ f; o) =) <I>ﬁ,v+sa,m(a%) W ' dr =
= —f G,y (&oo Ppiv — £op Papy) + Sapye 55— 3G - ¥ IV] N a7+

oL .
+f( 3Cop (Dpva — Papp) + Sopye Eo q,w/veg o de

ed essendo:
oL oL
“n = 36— Gapw = 55— (Ppjav — Paypy + Capyo ¥/%)

aff aff

si ha:
e o

(10) 3[" (Gop) d7 = ——ﬂ %oy (8ou Ppiv —80p Pupy+eapre i) —Lger| 1" @7
Posto:"

oL )
(11) Hoy = G, (&oa Dppm _geﬂ Dopy + capyo Fn) — Lgov

affinché la (10) verifichi la (1) qualunque siano gli %Y, deve sussistere la:
(12) H,/*=o

che "afferma la solenoidalitd del tensore energetico canonico Hgy, definito
mediante la (171).
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Considerando il caso particolare in cui Ggg & il tensore elettromagnetico
(Gop = Fop di potenziali ¢, e {,) e I'azione ¢ quella di puro campo elettro-

magnetico:
an’T =f%Fu,3 F* gr
T T

si ritrovano i noti risultati.
Le (6) si riducono infatti a:
' Fﬁa/a =0
(13) % bale
[ Sapyo F = O

ed il tensore energetico canonico a:

Hov = F[?Q Ppiv 1 % Cafive P G — % Fop P Sov
o ancora, ponendo ¢¥ = o per la seconda delle (13):
(14) Hov = FY, g + + Fas F g0, ©.

Il tensore Hy, non & simmetrico, a differenza del consueto tensore ener-
getico elettromagnetico Egy, ®).

2. LAGRANGIANA FUNZIONE DI UN TENSORE EMISIMMETRICO E DEI
SUOI POTENZIALI. — Supponiamo ora che la densitd lagrangiana, oltre che da
un tensore doppio emisimmetrico, dipenda anche esplicitamente dai suoi due
potenziali. Si abbia cioé¢:

(15) 2 =2 (G, O, Vo).

Per ottenere le equazioni di campo possiamo procedere come nel caso
precedente. Sara:

22 " /oag agL
(16) Sfﬁ(Gaﬁ , @, ) dr :fm 8G g d7 +J <a% 8@y + T WY) dr

T

e, se su 6 8@ =0 e 3¥¥ = o, per la (5):

) SdeT B _f Kaacifs = 3?3£f3a>/a_ azgﬂ] 3Pp dv -

[l P~ el o

T

(5) Cfr. CorsoN, loco cit., p. 8o. -

I . . _ ; i}
(6) By = FP F g+ - Fas F* gy Si ha: E,, =H —F o ..



274 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXIX — novembre 1965

Le equazioni di campo diventano quindi:

/ <as: @ > e
- s 3Gop 3G, J1a — 30,
( sam(dfﬂg )/gz 2
*a8 Y

Dalle (6"), ricordando le identitd (7), si deduce che devono essere verificate
le due relazioni:

’(92)_0
s 9(1)'3/[3

L \Iv
{ (aw) =°

Se, come nei casi pitt comuni, £ ¢ funzione quadratica dei suoi argo-
menti, si constata immediatamente che le (7") sono senz’altro verificate ove
siano sottoposti i potenziali alla condizione di solenoidaliti.

Per ottenere l'espressione del tensore energetico canonico, scegliamo le
variazioni dei potenziali funzioni lineari omogenee delle derivate (confor-
memente alle (9)).

Per la (5) e per le (9):

(7) 3 [2 G, 0, ¥ = — [ |G — ) — 2wy

(7

af Ba /

T

o G 2

Con sviluppi perfettamente analoghi a quelli del caso precedente ed osser-
vando che ora:

o 22

oL oL
~v = @ Gaﬁ/v + '_gq (Dﬁ/v +

P

Y,

si ha di nuovo la (10) e quindi la (12) con Hg, definito dalla (11).

Anche in questo caso, ciog, si deduce la solenoidalita del tensore energetico
canonico, la cui espressione ¢ ancora data dalla (11).

Se, in particolare, Ggg coincide con il tensore elettromagnetico F,3 e come
densita lagrangiana si assume:

I B I o
Q:—ZFGBF'G—I-W(PQ,CP

(essendo A una costante universale) le equazioni (6") si riducono a quelle del
campo mesonico neutro:

I
(18) 2 A2
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Il tensore energetico canonico, in tal caso, diventa:
(1 Hy = FP “F,4 B : ¢
9) ov == Lo Ppjv ‘[‘T a3 ov ™ A7 Pa® Lo
avendo posto ¢* = o, per la seconda delle (18).

3. LAGRANGIANA FUNZIONE DI UN TENSORE EMISIMMETRICO, DEI SUOI
POTENZIALI E DI UN VETTORE DISTRIBUZIONE ASSEGNATO. — Generalizzando
ulteriormente la densitd lagrangiana, supponiamo che essa, oltre che da un
tensore doppio e dai suoi potenziali, dipenda anche da un vettore di distribu-
zione 1% funzione assegnata dei punti dello spazio-tempo. Sia, cioé:

(20) =2 (Ggp, D, , e I%).

Valendoci sempre del principio (1) ed osservando che la variazione opera
sui potenziali, ma non sul vettore 1% ritroviamo immutate la (16) e la (5).

Le equazioni di campo sono quindi ancora le (6’) ed ancora devono essere
verificate le (7).

Nel caso in cui £ & funzione quadratica dei suoi argomenti, si verifica

immediatamente che le (7'), allorché i potenziali sono solenoidali, impongono
la solenoidalitd del vettore I%:

(21) I% =o.
Se si scelgono le variazioni dei potenziali conformi alle , si ottiene
g P 9
ancora la (17); ma essendo:
a2 2 52 32 a
Q/v = a—GgGaﬁ/'v + *@ q)ﬁ/v + ?‘I;Y-IP"Y‘V + S_IO‘I /v

ricordando i calcoli del n. 1, in luogo della (10) si ha:

(22) ng <Gt1]3 , (Dﬂ s \I'PY, Iu) dr =

T

\ 2L ~ le oL 3 v
= f?[gc . (£oa Py —£03 Papy + Capyo TV) Y| + 310 I /V$ n dt.
aj

Affinché la (22) verifichi la (1) qualunque siano gli ¥, dovrd quindi
essere: '

3L Lo
(23) I o

con H,, definito sempre dalla (11).
A differenza dei casi precedenti, il tensore energetico canonico Hy, non
¢ piu solenoidale. ,
Considerando il caso particolare in cui G & il tensore elettromagnetico
(Ggg = Fap), I il vettore distribuzione elettrica (I* = ;%) e come densita la-
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grangiana si assume la:
I -
L= o Fos FP* + o, j*

si ritrovano risultati noti.
Le (6") diventano infatti le equazioni del campo elettromagnetico non
neutro:
[ b B
\ Fla=7
(24) ‘

' €aByo Fﬁa/g = 0.

Le (7") esprimono il principio di conservazione dell’elettricitd (la prima diviene
7 p P p p

\

infatti ;%3 = o, mentre la seconda & identicamente soddisfatta).
La (23), infine, da:

(25\ HQV/Q = — Pq ja/‘/
con:
I e |
(26) Hov = Fly opn + 5 Fus F¥ 00 — 7 05 g

e con facili calcoli si verifica che cid si accorda con il ben noto risultato che
la divergenza del tensore energetico elettromagnetico simmetrico E,, uguaglia
le forze ponderomotrici F,g /® ™.

Cosi pure, se come densitd lagrangiana £ si assume una generica com-
binazione lineare di invarianti quadratici costruiti con gli elementi: F,
7% ®a, ¥% le (6") coincidono con le equazioni stabilite da Finzi per campi
che generalizzano quello elettromagnetico ®).

1 . |
(7) Essendo: E = F{’Q Fo5 + T Fop Fob Lovs St hat E, =H  — F[.jq Py B +/° Pp Sov

e quindi, ricordando le (25) e (24):
) 3 3 | |
E/e=H,R—F) g s —FB o [0+ (7 g)e,, =—a5 /P —Poys+
+jB/v Pp ‘|‘]"3 Ppyv =].ﬁ (‘Pﬁ/v - CPv/ﬂ) = Fy[} J.ﬁ-

(8), B. FInz1, loco primo citato, Nota II e loco secondo citato.

SUMMARY — In this paper we are considering a general field defined in space-time by
a second-rank antisymmetric tensor. We can have it depending on #wo potential vectors.
From one variational principle, by varying the two potentials, all field equations are derived.
When potentials are varied in a suitable way, we also obtain an expression of canonical energy-
momentum tensor. Several forms of Lagrangian density are considered; as particular cases,
equations of known physical fields are found.



