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Matematica. Sopra una classe di piani finiti (R , r')—transitivi. 
Nota di F ed e r ic o  B artolozzi presentata (**} dal Socio B. S e g r e .

Recentem ente sono state in trodotte due classi di piani grafici che risu l­
tano (R , r) -tran s itiv i (in relazione ad un loro punto R e ad una loro re tta  r 
passante per R) senza essere (R ,'.R)—transitiv i né (r , r)—transitivi. La prim a 
di esse II, definita e s tud iata  da L. A. Rosati [4] W e, in m aniera del tu tto  
indipendente, da T. G. Ostrom  [1] è costituita da piani finiti; l’a ltra  classe IL, 
dovuta a G. Pannella [2], com prende una sottoclasse di piani finiti.

Nella presente N ota dim ostro che ogni piano finito re' di IL  è riferibile, 
m ediante una collineazione, ad un piano 7r di II e che i piani di II che non 
compaiono in IL  sono esattam ente tre (quelli costruiti a partire  da quasi- 
corpi associativi eccezionali). Osservo, inoltre, che ogni piano tc', finito o no, 
am m ette come dom inio di coordinate un sistem a cartesiano compreso tra  quelli 
in trodotti in [3]; determ ino, così, un sistem a di coordinate per ciascun piano 
di II che non sia eccezionale.

Nel n. 2 della N ota espongo i risu ltati che ho conseguito, dedicando il 
n. I ai richiam i necessari per rendere autonom a quell’esposizione.

1. U n piano di O strom -R osati è determ inato da un quasicorpo associa­
tivo sinistro Q che abbia ordine q2 e il cui nucleo sia un campo di Galois F 
di ordine qì risu ltando Q centrale su F. Il quasicorpo Q, a meno di tre ecce­
zioni (q — l i ,  23, 59), è individuato  dal num ero q =  p h, se p  è un naturale 
prim o dispari e h è un natu ra le  (cfr. [6]). Il piano di O strom -R osati 7t (Q), 
costruito usufruendo del quasicorpo 'associativo Q di ordine m aggiore di 
nove, ha come punti le coppie ordinate (x , y)  di elementi estra tti da Q e le 
rette sono costituite da tu tti e soli i suoi punti che verificano u n ’equazione 
dei seguènti tipi:

a) y -— p  =  (x ■— q) t , ove p  e q sono elementi prefissati in F  e t  
è assegnato in Q —  F;

p) x  — am -\~ c e y  =  an f-  d  , i punti della re tta  ottenendosi al variare 
di m e n  in F, se a, c, d  sono elem enti prefissati in Q con la condizione
a =4=̂ o.

OSSERVAZIONE. -  Le re tte di tipo a) sono in corrispondenza biunivoca 
con gli elem enti di (Q -— F ) x F x F  e, quindi, indicherem o una re tta  a) con 
il simbolo [t ; p, q]. U na m edesim a re tta  di tipo (3) può, invece, essere otte-

(*) Lavoro * eseguito nelfambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 13 novembre 1965.
(1) I numeri in [ ] rinviano alla bibliografia in fine.
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nuta usufruendo di elementi d istin ti di (Q —  o ) x Q x Q ;  conveniamo, perciò, 
di indicare con [a ; c , d } la classe di elementi di (Q — o) X Q X Q atti a deter­
m inare tu tti e soli i punti della re tta  x  — am +  c, y  =  an. E  d  di tipo (3).

Per in trodurre i p iani di Panella occorre fissare un campo F, finito o 
no, che verifichi le seguenti condizioni:

(I) F  ha caratteristica diversa da due, ha ordine superiore a tre e 
possiede un elem ento s non quadrato  (in F);

(II) se F '=  { z 6 F | £ =  x 2 —  sy2 con x, y  6 F } il prodotto di due 
elem enti di F ' che siano non quadrati in F è un quadrato  in F;

(III)  esistono in F elementi x  , y  , z , t  tali che ( x z —-y t ) 2 —  st2 sia un 
non quadrato  in F.

U n piano di Panella n r (F  , s) si ottiene a partire  da tali dati definendo 
i punti (xi , x% , y i , y%) dello S4 (F) lineare affine sopra il campo F e in tro ­
ducendo le rette come particolari sottoinsiemi di S4 (F) <2h

Più precisam ente, posto

X =
( 2 ) ■ Y=(S) ■ ■«) = (« “ ) - T <?>•«=(£)

le rette di n r- (F , s) sono costituite da tu tti e soli i punti di S4 (F) che con le 
loro coordinate verificano equazioni dei seguenti tipi:

oc') Y =  A  (ai , a%) X -j- T  (b± , 62) se (a2 x i  +  Ò2)2 —   ̂(#2 X2)2 è zero o 
è quadrato  in F e Y = K  (a\ , —  a2) X + T  (b i , —  62) se (a% x i E b d f —  s (a2 X2)2 
è non quadrato  in F, ove ai , a2 , b\ , Ò2 sono elem enti prefissati in F e ^2 o. 
Indicherem o la re tta  or ora definita con la scrittura [ai , a2 ; bi , ^2]';

(Y) %2 —  ai x i  —  bi = y2  -— ai y i  —  b2 =  o, oppure x i —  bi = y i  —  ^2 =  o 
essendo ai , bi , b2 elementi di F  comunque scelti. Tali rette di tz' (F , s) 
sono identificabili con piani (particolari) di S4 (F); le indicherem o, rispettiva­
mente, con le scritture { ai ; bi , 2̂ }/ e { 00 ; bi , b2

2. Conservando le notazioni del n. 1, sia Q un quasicorpo associativo 
finito non eccezionale di ordine q2 avente come nucleo (e centro) il campo di 
Galois F  di ordine (dispari) q . R isulta individuato il piano re' (F , s), non 
appena si fissi un elemento di F  che non sia un quadrato  in F  <3). Vale il

T eorem a I. — Esiste una collineazione del piano tz (Q) sopra i l  piano  
7t' ( F , ^ ) .

Dimostrazione. -  Sia K il campo di scomposizione su F  del polinomio 
x 2 —- s\ risu lta K =  { x  — x i  +  X2 5 | x i , X2 G F  e }. Se a è Pauto-
morfismo di K che fissa F elemento per elemento è x G =  xi — X2 5 per ogni 
j e K .  SulPinsieme sostegno del campo K  ( +  , •) definiamo u n ’operazione 
binaria, o , ponendo x  o y  =  xy  se x x G è zero o è un quadrato in F e x  o y  =  x y G

(2) Per la terminologia relativa agli spazi lineari e ai piani grafici si rimanda al trat­
tato [5].

(3) Sotto le condizioni attuali, infatti, le (I), (II), (III) del n. 1 risultano automatica- 
mente soddisfatte.
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se x x G è un non quadrato  in F. Si verifica facilm ente che K (-fi , °) è un quasi- 
corpo associativo non eccezionale di ordine q2 avente nucleo F; quindi [6], 
K ( - f -  , o )  è isomorfo a Q. Ogni elemento / di K ( +  , o )  si potrà scrivere 
t =  ti f i-  t2 pensando t come vettore su F. Ciò premesso, sia P (P 7) l’insieme 
dei punti di 7U (Q) (di t u '  (F , s)) e R (R ') l ’insieme delle sue rette. Si consi­
derino le applicazioni

9 : P  --------------> P '

+ : R ---------------► In ­

definite ponendo 9 (x , y ) =  (x\ , x 2 , y± , y 2) se (x , y) e P (x =  x± +  x 2 H, , 
y  — y i  +  yz £) e <]) (r) — r' per ogni r e  R, ove r r è individuata come segue:

1) se r  =  [/ ; p  , q] è re tta  di tt (Q) di tipo oc), posto t — t\ +  t2 E, ,
p  =  pi -fi o ̂  , q =  qi +  o ^ risu lta r '  =  [t± , t2 ; p i —  qi h  , —  qi t2\']

2) se r — { a ; c , d ]  è re tta  di 7u (Q) di tipo P), posto a — a\ +  a2 E, ,
 ̂=  ci +  c2\  , d — di-fi d2 \  risu lta r r— { a~xa2 ; c2 —  c\ a~x a2 )d2— dia— 1 a2 }' 

quando ai =j= o e r r =  { oo ; ci , di }' quando =  o.
Si verifica agevolm ente che le applicazioni 9 e ^ sono corrispondenze b iu­

nivoche e che il punto ( x , y)  di n (Q) appartiene alle re tta  r  di quel piano se, e 
solo se, 9 (x , y)  è elemento di ^ (r) in tu'(F , s). Il teorem a è, così, dim ostrato.

Le argom entazioni svolte nella dim ostrazione del teorem a I perm ettono 
di enunciare il seguente

COROLLARIO. — I  p iani fin iti  n r (F , s) e 7u'(F7 , s') sono isomorfi se, e 
solo se, il  campo F  è isomorfo al campo F 7. A l variare di F  nelVinsieme dei 
campi di Galois d i caratteristica diversa da due e di ordine superiore a tre si 
ottiene un insieme d i p iani { 7u'(F , s) } che è compreso nelV insieme dei piani 
costruiti da Ostrom  e Rosati e che differisce da quello solamente per tre elementi 
(i tre p iani d i O strom -R osati relativi a quasicorpi eccezionali).

Vogliamo, ancora, determ inare un sistem a cartesiano (proprio) che risulti 
dom inio di coordinate per un piano 7u (Q), nell’ipotesi che il quasicorpo asso­
ciativo) Q non sia eccezionale. A  tal fine è sufficiente, in v irtù  del teorem a I, 
determ inare un sistem a cartesiano (proprio) che risulti dominio di coordi­
nate per un piano finito n' (F  , s). Proverem o, perciò, che ogni piano 7u 7(F , s), 
finito o no, è coordinatizzabile m ediante il sistem a cartesiano (proprio) 
J (F , s) ( +  , °) definito da G. Panella in [3]. A ll’uopo stabiliam o il seguente 

T eorema II. -  I l  piano 7u'(F , s) ammette come dominio di coordinate un 
sistema cartesiano (̂proprio) che è isomorfo al sistema cartesiano J ( F , s) (T  , °).

Dimostrazione. -  L a prova del teorem a è diretta, nel senso che si ottiene 
fissando un riferim ento opportuno in t u 7 (F , s) e determ inando, con calcoli 
laboriosi m a non difficili, l ’anello ternario  associato a quel riferim ento quando 
si operi, in relazione ad esso, con la ben nota operazione ternaria  di M arshall 
H all (cfr., ad esempio [5]). Per stabilire il risultato basta assumere come m o­
dello del piano tc7( F ,  s )  quello definito al n. 1 e assumere il riferim ento che ha 
origine in ( 0 , 0 , 0 ,  o), punto un ità  in (1 , 1 , o , o) e che ha come assi x  e y  
le re tte  xi =  y i =  o, x 2 =  y 2 =  o rispettivam ente.
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SUMMARY. — In the present paper it is proved that the finite planes with a single (R , r)-  
transitivity introduced by T. G. Ostrom and L. A. Rosati (1964) are isomorphic to the finite 
ones in the class of (R , r)-transitive planes constructed by G. Panella (1964). It is also 
shown that such planes are coordinatized by the proper finite cartesian systems introduced 
by G. Panella (1965).


