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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  SOCI

Analisi matematica. — Soluzioni quasi—periodiche delVequazióne 
non omogenea delle onde, con termine dissipativo non lineare. Nota IV 
di G iovanni P rou se , presentatar) dal Corrisp. L. A merio .

4. D im ostriam o i teorem i 7, 8, 9.

Dimostrazione del teorema 7.

Perché il teorem a sia provato, basterà far vedere, per il criterio di Boch- 
ner, che, detta [ ln} una qualsiasi successione reale, è possibile estrarre da essa 
una sottosuccessione (che diremo ancora {ln}) tale che risulti

(4.1) lim* u ( t  A- ln) =  z  (t) V
n Lo (E)

uniform em ente in J.
Osserviam o che potrem o senz’altro am m ettere c h e \ l n \ sia regolare rispetto 

a / ( / ) ,  ossia che risulti, uniform em ente in J,

(4.2) lim* f ( t - \ - l n) = g  (t) ;
»-*°° iJ

inoltre, per le ipotesi fatte, g  (t) risulta Lo-d.q.p. e g ( t )  è Lg-lim itata in J.
Posto un (ji) — u  (y) + 4 ), possiamo d ’altra parte ripetere i ragionam enti 

fatti per dim ostrare il teorem a 5 e provare che dalla successione {un(r}) } può 
estrarsi una sottosuccessione (che diremo ancora {^«(vj)}) convergente, nella 
topologia definita dalle (3.20), (3.21), verso una funzione z  (7]), soluzione 
E -lim ita ta  in J della (1.1) corrispondente al term ine noto g  (yj). In  particolare 
la (4.1) vale per ogni t e  J.

D im ostriam o che la (4.1) sussiste uniform em ente in J; otterrem o ciò 
con un ragionam ento di tipo noto (cfr. F avard  [7], Amerio [6]).

Supponiam o, per assurda ipotesi, che tale uniform ità non sussista; 
esistono allora un elemento 9 e Lo (E), un num ero °  e tre successioni 
{t„ }, { } C [l„ } , {a„} C (4 } tali che risulti

(4-3) ! (« (A, +  x’n) — u(t„ +  a"), cp)u (E) | >  X1 •

Pèr quanto si è detto sopra, possiamo estrarre da { tK-\- a'„} e {tn +  oC } 
due sottosuccessioni (che indicherem o con le medesime notazioni) per le quali

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
(ij Cioè

lim / {fi (/ +  7] 4 - 1„) — z ( t  A  v)) , h (y)))e =  o
n —»-oo /

A
y-h (,)6L»(E).
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si riconosce che è, uniform em ente in J,

(4.4) lim* /  (t + ' tn +  ot*) =  l im * / (V +  4  +  a») =  g  (t) .
n —>oo n —> 00 ]_J

Si ha inoltre, per ogni t  € J,

(4.5) lim* u  (t +  tn +  a») =  ^  (jf) ,
Lo (E)

(4-6) lim* « ( * + * „  +  a”) =  ^  (t) ,
n Lo (E)

essendo z 1 (t) e z2 (t) due soluzioni E -lim ita te  in J  della (1.1) corrispondenti 
al term ine noto g  (r\). Per il teorem a 4 risulta perciò zx (7)) =  z2 (v)) e la (4.3) 
è quindi assurda.

E dunque dim ostrato che la (4.1) sussiste uniform em ente in J.

Dimostrazione del teorema 8 .

Proviam o anzitutto  che u  (?) è Lo (E )-q .p ., utilizzando il seguente 
criterio di quasi-periodicità dedotto da uno di Amerio [8] (cfr. [9]).

Sia u  (?) una funzione d.q.p. a valori in uno spazio H uniform em ente 
convesso. Supponiam o che per ogni successione {ln} tale che risulti

(4.7) IU (/y) —  u  (lk)||H >  a >  o ( j 4= %),

(ove cr dipende da [ly] ), risulti anche, per ogni t <  o,

(4.8) m ax lim || u (t +  /y) —  u ( t  +  4) ||H >  >  o,
j , k ~ ^  00

essendo nr0 indipendente da t. A llora u (t) è H -q .p .
Posto Wyk (ri) — u  (y) +  ly) — u ( 7] +  4 ) si ottiene, in modo analogo alla 

(3-34)

?
(4.9) Ilwjk (t  4- 7]) ||| >  1 wjk (4) III —  2 11 ( / ( 1  +  /y) — f  (1+  li) , Wjt (5))l ,| d \  ( t < o),

da cui si deduce, integrando rispetto a yj fra o e 1,
1 ii

(4.10)
Ó t + 7]

1 1

> I ^ ( o ) l u (E) - 2 | ^ l j  [ | | / ( ^ + / y ) - / ( 5+ 4 )fLâ j 1/2| f
t t

Supponiam o ora che, per la successione considerata, si abbia

(4- 11 ) Il « ( / / ) — u  (4) Hu (e) =  Il «Vi (°) IIl5 <e, >  <7 >  0 U = ¥ k) ;
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poiché, per le ipotesi fatte, 1 ultim o term ine della (4.10) è, per ogni fissato t , 
infinitesimo per j , k —x x ,  dalle (4.10), (4.11) si deduce, per ogni fissato t<i o,

(4.12) m ax lim  || u  (t +  IJ) —  u (t +  4 ) || , =  m ax lim || wjk (t) L. _ >  cj .

L a funzione u  (t) è quindi L?0 (E )-q .p .
D im ostriam o ora che u  (4) risulta E —q.p. Basterà, per questo, far 

vedere che da ogni successione reale {ln } è possibile estrarre una sottosucces­
sione (che diremo ancora {/„]) tale che risulti, uniform em ente in J,

(4 -I3) lim u  (tj +  /„) =  z  (4) .

Supponiam o per assurda ipotesi, che la (4.13) non sussista uniforme- 
m ente in J. Esisterà allora una successione {ìn ] tale che in corrispondenza 
di ogni sua sottosuccessione {l'n j esistono due sottosuccessioni {a„}C{l 'n }, 

una successione |  t n } ed un num ero <7 O per cui risulti

(4 - l A) I u  (tn -f- —  u  (tn -f- ot«) Je >  u .

Potrem o ovviam ente am m ettere che {ln } sia regolare rispetto a f  (t) 
ed a u (f), ossia che risulti

(4 -iS)

(4.16)

l i m / 4  +  4) = g ( t ) ,
n —> 0 0  T 2Do

lim u  — Z (f) ,
-̂>00 Lo (E)

uniform em ente in J.
Consideriam o la funzione w n (4) =  «  (tj +  4  +  <x’n) —  u  (•/) +  t„ +  a',;); per 

essa vale la relazione, analoga alla (4.9).
0

(4-17) I (*))!! >  (o) III — 2 | | l / ( 5 +  4 +  «!.) —f ( l +  4 + d l V  ■

K ©  t d l
U/2

(73 <  O) .

Per le ipotesi fatte, è possibile assumere n~>nG tanto grande che risulti, 
per —  1 <  v) <  o,

( f  12 °
(4-18) 2 j j  I/  £  +  4 +  a;) —/  (£ +  4  +  a") fa di  | j\w 'n (l) ̂  di ,1/2

<5* 
<0 22 1/ ( 1 +  4 +  a») —/  (— 1 +  4 +  a») ||L? II w'n (— Ollu

Dalle (4.14), (4.17), (4.18) si deduce allora 

(4 -19)- \wn (4) ||| >  ~ ( » >  n a \ —  1 <  4 <  o ) .
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Integrando la (4.19) fra — 1 e o si ottiene

(4 -2°) K C - O & c e , ^  —  ’

ciò che è assurdo, essendo u  (t) Lo (Ey-q.p.
La (4.13) sussiste perciò uniform em ente in J e la funzione u  (4) è E -q .p .

Dimostrazione del teorema 9.

Per provare il teorem a, basterà far vedere che la (4.13) sussiste uniforme- 
m ente in J; potrem o d ’altra parte  am m ettere che risulti, uniform em ente in J,

(4 -21) lim */<y +  /„) = g ( t ) .
n 00 Lo

Poiché inoltre, per il teorem a 6, u  (tj) ha la traiettoria E -relativam ente 
com patta ed è E—uniform em ente continua in J, si può supporre che sia, per 
il teorem a (vettoriale) di Ascoli-Arzelà,

(4 -22) lim * ( ì j + / „ ) = *  (t,) ,
n -> oo E

uniform em ente in ogni intervallo lim itato.
D im ostriam o che la (4.22) sussiste uniform em ente in J, seguendo il 

procedim ento già utilizzato nella dim ostrazione del teorem a 7.
Supponiam o, per assurdo, che la (4.22) non valga uniform em ente in J; 

esistono allora un num ero a > o e tre successioni {<*'„} C {/„}, {a"} C{ l n}
tali che risulti

(4 -23) 1 u  (v)„ +  a») —  u (r\n +  oc»)||̂  >  o .

Possiamo d altra  parte estrarre da {r\n -f- dn} e {rjn +  a*} due sottosuc­
cessioni (che indicherem o con le medesime notazioni) per le quali si riconosce 
che è, uniform em ente in J,

lim* f ( t  +  r]n +  a',z) -  lim* / ( *  +  yj, +  oc'') = g  (t) . 
n —>°0 « —>00

inoltre, per ogni t e  J e per ogni A ieL j(E ),

™  f  @ ( ( +  rl +  ?l„ +  a .)  — Sl (t +  4) , Ai (t)))e d-r{ =  o ,
‘ 1 A

I to  [ & ( *  +  4 +  7). +  a',) — si (t +  4) , hi (yj))e aTt) =  o ,
À

Ifm / (* +  73 +  7)w +  a”) —  z2 (t +  73) , h \ (t]))e  dr\ =  o ,
n -r> OO 7

A

lim  / (£ (V-f- 7] +  7)w +  a *) — 2̂ (V +  v]) , h \ (t]))e di\ — o ,
n —> 00 /

A

(4.24)

Si ha

(4-25)
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essendo z1 (tj) , z2 (dì) due soluzioni E -lim ita te  in J della (1.1) corrispondenti 
al term ine noto g  (ri).

R isulta perciò z x (r\) =  z2 (y]).
Si deduce poi, in modo analogo alla (4.22)

(4.26) lim  u  (7) +  n„ +  oc*) =  zx (ri) =  z2 (ri) =  lim  & (?] +  7]* +  oc”) .
n —» 00 E E ??—> 00

L a (4.26), scritta per y) =  o, contraddice alla (4.23); il limite (4.22) sussiste 
perciò uniform em ente in J ed il teorem a è dim ostrato.
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SÙMMARY. — Object of these notes is the study of almost-periodic solutions of the 
non homogeneous wave equation with non linear dissipative term. Some general results 
regarding bounded solution are given ant it is proved that under convenient assumption 
on the non linear term and the number of dimensions, there exists one, and only one a.p. 
solution, to which all other solutions asymptotically converge.


