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Meccanica celeste. — Esistenza d ì traiettorie periodiche cuspi
date nel moto relativo d i un satellite artificiale intorno alla Terra e alla 
Luna. N otaC) del Corrisp. Cataldo A gostinelli.

1. Il problem a ristretto  dei tre  corpi ha avuto, com ’è noto, un posto 
prem inente nelle ricerche di M eccanica celeste, specialm ente per opera di 
Poincaré. Esso è un caso particolare del problem a del m oto di tre corpi p u n ti
formi che si attraggono m utuam ente con la legge di Newton, e si presenta 
quando una delle m asse è infinitam ente piccola in confrQnto delle altre due, 
tale da non influire sul m ovim ento di queste ultim e. Questo problem a assume 
attualm ente u n ’im portanza tu tta  particolare per lo studio del moto di un satel
lite artificiale lanciato verso la L una sotto l ’azione gravitazionale terrestre 
e lunare.

Ora, se si am m ette che il m oto relativo della L una intorno alla T erra 
sia circolare uniform e, come si può ritenere con sufficiente approssim azione, 
e che il satellite artificiale si m uova nel piano d e ll’orb ita lunare, in base ad 
u n ’analisi effettuata da G. D arw in nel caso speciale del problem a ristretto  
dei tre corpi, si ha che esistono delle curve critiche, dette curve d i velocità nulla, 
che lim itano i cam pi in cui può avvenire il m ovim ento del satellite, le cui 
equazioni si ottengono annullando la velocità del satellite nell’integrale del
l ’energia. Al variare della costante C di questo integrale varia la form a di 
queste curve. Per valori molto grandi di detta  costante una curva di velocità 
nulla consta di tre ram i chiusi, cioè di tre ovali, due delle quali oc, (3, si avvol
gono rispettivam ente intorno ai corpi principali P0 (Terra) e Pi (Luna), 
m entre la terza y abbraccia le prim e due. Il moto del satellite può allora avve
nire i entro le ovali a , [3, oppure a ll’esterno dell’ovale y.

Col decrescere della costante C i due ram i a , (3 si ingrandiscono e per 
un certo valore Co di C essi si uniscono in un punto L i della congiungente 
T erra—L una, detto centro d i librazione, form ando una specie di Lem niscata.

In  questa N ota m i sono proposto di d im ostrare che, quando la costante 
dell’energia raggiunge il valore Co, vi sono dei m oti del satellite artificiale 
intorno alla T erra  Po, oppure intorno alla L una P i, in cui il centro di lib ra
zione L i è un punto a m eta asintotica, che viene cioè raggiunto, con velocità 
nulla, dopo un tem po infinito. M a prim a di questo ho dim ostrato che esistono 
dei m ovim enti in cui il satellite passa dal campo a al cam po (3, attraverso  il 
centro di librazione L i , con velocità non nulla, e che la traietto ria, che abbrac
cia i due corpi Po e P i, form a in quel punto una cuspide. Più precisam ente 
nell’àndato da Po verso Pi la traie tto ria , nell’intorno del punto Li, è tu tta  
s ituàta  da una parte  della congiungente P0 Pi ed è tangente a questa re tta  (*)

(*) Presentata nell’adunanza del 13 novembre 1965.
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nel punto L i. Nel ritorno il satellite tocca la stessa re tta  nel punto L i, dalla 
parte  opposta, e con la stessa velocità (cam biata di segno), con cui vi è passato 
nell’andata.

2. Essendo Po e Pi i due corpi principali, rispettivam ente di m assa m Q 
ed % ,  e P il terzo corpo di m assa trascurabile in confronto delle precedenti, 
nell’ipotesi che essi si attraggano m utuam ente con la legge di Newton, dette 
r  ed r± le distanze di P da Po e P i , ed R la distanza Po P i, le equazioni del 
moto relativo di P e di P i , rispetto a P o , risultano d-)

( 0

d 3 (P ~  Po)
d t2

d 2 ( Pi — Po) 
d t2

, p — p0 , / p — Pi ,
=  — M 0 r3 — M i  ------h

I r / , \ Pi — Po+  /  (m0 +  m {)  £3—  =  o ,

Pi - P q\
T?3 )

dove /  è la costante di attrazione universale.
La seconda delle (1) m ostra che è com patibile un moto circolare un i

forme di Pi intorno a Po, alla distanza R costante, con velocità angolare 
n definita dalla relazione

(2) n2 — f  (m0 +  ^ i ) /R 3.

Supposto poi che P si m uova nel piano in cui si m uove P i , con riferi
m ento ad una coppia di assi ortogonali (xy) con l ’origine in P 0 , l ’asse x  coin
cidente con la re tta  Po Pi, e uniform em ente ro tante intorno a Po con velocità 
angolare n\ dette x  , y  le coordinate di P secondo questi assi, le equazioni 
cartesiane del moto di P risultano

(3)

dove q

(4)

d 2 x  dy  3 0____     9 vi __________
d t2 d t dx

d 2y
~dfì

.( dx dQ
dy

+  T r )  +  T  ~W (m o r% +  ’

r  =  ^x2 -\-y2 , r± =  f(x  — R)2 +  y 2 .

Queste equazioni am m ettono il cosidetto integrale di Jacobi

con C costante arb itraria , il quale non è altro che l ’integrale dell’energia.
DaH’intpgrale (5) si deduce che la velocità del corpo P è stazionaria nei 

punti per cjii dtl/Bx =  o ,.3Q/3y =  o. 1

(1) Cfr. C. AGOSTINELLI, Sul problema dei tre corpi, « Rendiconti del Seminario Mate
matico e Fisico di Milano», voi. X X I (1950).
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O ra si ha

[ dQ jr(m0x f  r, .
- i r  =  — / ( - ? -  +  — ^  +

(6) 1 1
r l m0 . mi \ \ f  r , \( - ^  =  - f ( - ^ r  +  - ^ ) y  +  ^ r ( mo +  ™i)y-

U guagliando a zero i secondi m em bri delle (6), si ottengono cinque coppie 
di valori per x  , y, cioè cinque punti critici del piano, detti anche centri 
di librazione, in corrispondenza dei quali si annullano sim ultaneam ente le due 
derivate parziali di Q. T re di questi punti L i , L2 , L3, giacciono sull’asse x, 
il prim o compreso fra Po e P i , e gli altri esternam ente al segmento Po P i . 
Gli ultim i due punti L4 , L 5 , formano con Po e Pi due triangoli equilateri.

Questi cinque punti corrispondono rispettivam ente alle soluzioni stazio
narie del problem a dei tre corpi, cioè quelle di Eulero dei tre corpi allineati 
e quelle di L agrange in cui i tre corpi sono ai vertici di un triangolo equilatero.

Qui fisseremo la nostra attenzione sul punto di librazione L i compreso 
fra P q e P i, per cui è jy  =  o , o < ; r < R .  In questo punto avrem o allora

(7) —  /  (-^r —  -(RL b )a ~) +  ~W +  ” i ) I - ” i R ] = ° '

Riducendo a form a intera, ricordando la (2) e ponendo ancora

(8) ni = / w 1/R 3 , [x =  n\ln  =  » x/(> 0 +  % )  =  —  j(x  +  — ). .

X = * / R  , Y = j / R ,

si ha l’equazione di 50 grado in X:

(9) X* —  (2 +  n) X* +  (I +  2 fx) X» —  (1 — fx>;(X* —  2 * +  1) =  o , 

che si può scrivere anche

(9') (X —  i)3 (X2+ X + i )  —  [x(X4— 2 X 3 —  X2+ 2 X —  i ) =  o , (o <  X < i ) .

Osserviamo che nel caso del sistem a T erra-L u n a  è m 1l/m0 ^  1/81,3, e quindi 
[x ^  1/82,3. Si riconosce allora che l’equazione (9) am m ette una radice reale, 
che indicherem o con Xo, com presa fra o e I.

Poiché il rapporto [x è m olto piccolo in confronto dell’unità, si può pen
sare la Xo esprim ibile in serie di potenze di fx. D alla (9') si ha che per jx =  o,
l’unica radice reale (tripla), è Xo =  1; ne segue che ( Xo —  i)3 deve essere

3 _ 3__
divisibile per [x, e quindi X o —■ 1 sarà divisibile per |/[x . Posto allora |/p./3 = e ,
cioè [x! =  3 £3, la soluzione Xo che si cerca, sviluppata in serie di potenze intere
di s, sarà della form a

Xo =  I 4 " A l £ +  A2 £2 +  A3 £3 +  A4 £4 +  • • •
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Calcolando i coefficienti Ai , A2 , A3 , A4 , • • • con noti procedim enti, si trova 

Ai = —  , A „ _ i -  , A3 _ i  , A4 =  ,

e quindi

(.0 ) x 0 = I - ( f )»  +  i ( f r  +  i . f _ s i ( f r + ...

E opportuno ricordare ancora che nel problem a in questione si presenta 
di grande interesse la considerazione delle curve di velocità nulla , o curve 
critiche, che in base a ll’integrale (5) sono definite da ll’equazione

(11) Q ------- C =  o .2

Esse sono state molto accuratam ente studiate da Darw in <2> e la loro 
considerazione si rende particolarm ente utile per vedere come, al variare 
della costante C di Jacobi, sono d istribuite le orbite del satellite P, e in 
alcuni casi per decidere anche della stab ilità  del moto di esso.

In base alla (5), per un dato valore della costante C il moto è possibile 
nelle regioni del piano (xy) dove è Q —  C/2 >  o .

F ra  le curve di velocità nulla ha particolare interesse, nel problem a in 
esame, quella che, abbracciando a form a di Lem niscata; i due corpi Po , P i , 
passa per il punto di librazione L i, situato fra P 0 e P i, ed ha ivi un nodo.

Poiché nel punto L i , è y  =  o , r =  x  =  R X 0 , n  =  R (1 —  X 0), e quindi

£ 2 = / R X n + R ( i - X 0L R2 X l  +  mx R 2 (I —  Xo)2]

la (11) porge, per la costante C corrispondente alla curva di velocità nulla
considerata, il valore Co dato da

(12) Co =  R2 1— H- 
X n + -Xf +  v  [Xo C1 — 2 Xo)]

e pertanto, posto ancora

( 13) p = r / R  =  l/ X 2+ Y 2 , P l = ri l R =  | / ( i— X)2 +  Y2 ,

l’equazione di questa curva risulta

(T4) [p2 +  [X (! —  2 X)] -

\
X 0 f  I _  x 0 +  y  [X§ +  p (1 2 Xo)] = 0 .

(2) G. Darwin, On Periodic Orbits, «British Assoc. Report», 708-779 (1896); Idem, 
Periodic Orbits, «Acta Mathem. », 21, 99-242 (1897); «Mathem. Ann. » Bd. 51, 523-583 
(1899); «Scientific Papers», 4, 1-113 (1911); Idem, On certain Families o f Periodic Orbits, 
«Monthly notices», 70, 108-143 (1910); « Collected Papers », 4, 140-181.
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L a curva è sim m etrica rispetto a ll’asse X, poiché cam biando Y in —-Y 
l’equazione (14) si m u ta  in se stessa, e si tra tta  di una curva algebrica del 
160 ordine avente un nodo nel punto (Xo , o). Invero, indicando con 
F  (X , Y) il prim o m em bro della (14), poiché nel punto (X0 , o) è F  (Xo , o) =  o,

© 0  =  °  ’ [ w ) 0 =  ° ’ e Si riconosce inoltre che è ( g | ^ ) o= o ,  l’equazione 
complessiva delle tangenti in questo punto risulta

O ra si ha

Y2 =  o .

92 F \ __ 2 (1 — M-) »
5X2 /o X2 ^ ( i - x 0y

32 F 

3Y 2 0 ( I - X 0)3
( I - X 0)3

X?
<  o .

La curva am m ette perciò nel punto (X 0 , o) due rette tangenti reali e 
distinte, disposte sim m etricam ente rispetto a ll’asse X. Essa è composta di 
due cappi che si avvolgono rispettivam ente intorno ai due corpi Po, P i. Nel 
prim o cappio si svolgono le traiettorie del satellite che circondano il corpo Po 
e lasciano a ll’esterno Pi; nel secondo cappio invece si svolgono le traiettorie 
che circondano il corpo Pi e lasciano a ll’esterno P0.

, 3. Facciam o vedere ora che esistono delle traiettorie che, svolgendosi 
nei due cappi della detta  curva di velocità nulla, e abbracciando entram bi 
i corpi principali Po e P i , passano da un cappio a ll’altro attraverso  il punto 
di librazione L i , ed ivi i due tra tti di traiettoria, situati da una parte  e d a l
l’a ltra  dell’asse X, sono tangenti e formano una cuspide.

R iprendiam o per questo le equazioni (3).del moto, che in base alle posi
zioni (8) e (13) e ponendo ancora

( 1 5 )  t  =  n t ,

assumono la form a adim ensionale più semplice

d 2 X —
2 ~d  ̂~~

\ d 2 Y . d X
( v ? -  +  2 v r  =

dove è ora

f T
+  X —  fJL ss sa*

1 — ̂
p3 +

Pi
Y + Y - sa*

3Y ’

0 7 ) P * =  — +  - ^ + y [(i - i x ) P a + ( i p ? ] .

Inoltre l ’integrale (5) di Jaboci diventa 

/ T Q\ i \ ( d X  \2 , . ( d Y \ *
2 =  Q* —  — C* (C* =  C/(«2 R2)) .
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Le equazioni (16) del m oto del satellite si m utano in se stesse cam biando 
t in —• t , Y in —  Y, e lasciando inaltera ta  la X. Contando perciò i tem pi 
a partire  da un istante in cui il satellite attraversa l ’asse X, si deduce che le 
traiettorie sono sim m etriche rispetto  a quest’asse.

Per vedere che esistono delle traietto rie che passano per il punto di lib ra
zione X =  Xo , Y =  0, supponiam o che in un istante che assum iam o come 
iniziale, il satellite sia lanciato da questo punto con velocità x  =  v0 , y  =  o, 
cioè con

(!9) X ' ^ = v 0 =  y ( R * )  , Y ' = A L = o .

Gli integrali delle equazioni (16) del moto, nell’intorno del punto (X o,o), 
e per t sufficientemente piccolo, saranno rappresentabili nella forma

(20 )
X =  x 0 +  v0T +  —  X0' t 3 +  2 _  X- x3 +  • • ■ 

Y =  T r Y i ' T a + 2 r Y"'T» +  . . .

O ra nel punto (Xo , o), essendo 3.£ì*/3X =  o , S>Q*/3Y =  o, le equazioni (16) 
del moto, in base alle condizioni iniziali (19), porgono

(21) X 0' = o  , Y q =  —  2 v0

e pertanto  le (20) si riducono alle seguenti

l x  =  x 0 +  v0 t +  —  x ;"  t3 +  ^  x ;vt4 h—
(22)

( Y =  • -V0T“ -;- L  Y0" -I- -L  Yo T -  •••

Sostituendo questi valori di X ,Y nelle equazioni (16), e sviluppando oppor
tunam ente i diversi term ini in serie di potenze di t , con facili calcoli si o tten 
gono le relazioni

(23) x 0" t + ì x ;vt2 +  ^ x ; t3+ -  • . _ 2 [ - 2 v 0T + Ì Y ^ + ^ r YI0VT3+ .2 !

I — t*
x*

3V0 t 2_ / _ L  +  4 J^L \ X3 1
Xo U  X0 + 4 X « ' T + +

+
( I - X 0)2

- I j J -  T J_________ t 2 I
i - X o T +  (1 — x o)2 T +

3 vo 1 Xo + 4 _ v«
3 1 Xo ^ ( i - X 0)3

T3 +  • • • +

+  X 0 +  v0 T .-f- —  X q” T3 +

(24) ■ v;r x + — Y - V  +  2 _ y ; t 3+ : • • +  2 [X Xo x3+ X'0V  + .

- - v „ T » ; + 2 r Y ; v  +  . - .  +  -L? ! i

+ ( i -X o )3
Vn T

x,

Y0" t3 +  . . .

+
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Per piccoli valori di t le (23) e (24) dovranno risultare delle identità. U gu a
gliando perciò nella (23) i coefficienti delle potenze di t , t2 , t3 , • • •, nei 
due m embri, e tenendo conto deH’equazione cui soddisfa X o, si ottiene

X 0 +  4 vo ' — 2 vo
1 — V* ■ V*

Xq ( i - X 0)3

(25)

I IV \T" ' 2X 0 Y 0 =  3 vq

1 v ’  1 v IV   1 — Ix ( 1 X0

I — [X

X 0

1

( I - X „ ) 4_

+  — - —  
( I - X 0)2

A nalogam ente dalla (24) si deduce

«  \ 3 x 0 + 4 3g -l +

Xn
3 1 X0 ^ (1 — X0)3 +  L X o'

Y 0" =  o

(26) '
T Y" + X o '  =  — v0 + X3 I n ( i - x „)3

Ì 1 Vv I V ‘v — 1 Y '” 1 ^ ( 9V» 1 1 v"I 2 y o + x 0 - t y 0 +
(I -  Xo)3

9V0 1
3 i — Xn Y"

Si ricava quindi 

Xo =  3 vo +  2vo

X n  ^  2
0 =  —  6 v0

I  —  |X
+

Xo 1 (1 — X „)3
Y 0" =  o

I — (X [X
. X4 ( i - X o ) 4.

■v rlVY q =  4 Vq —  2 V0 I —|X
1 ^

X 3 ( 1 - X 0 ) 3]

X q --  S Vq 8 Vq

+  2 4 v0

J — , 

X^ ^
S*

( I - X „)3 +  4 vi
I —

X3 ( I - X „)3

i — [X

X? + ( i - X 0)5

3 +0

; V  = - 6 v 3

+

1 -- ì1 1
OX

(1 — x 0)4

e le equazioni del m oto n ell’intorno del punto (Xo , o), per t sufficièntemente 
piccolo, e nelle condizioni iniziali (19), risultano

(27)

X =  Xq +  Vq T---  è  V0 | 3

I  — [X [X

l — ^ _|_____l*_
X3 ~t" (I-X.

I 2 • — Vn
X3 d - x „)4

Y =  Vq T2 +  - V  Vq |  2 —

T4 +  

I — [X V-
X 3 (I^ X „ )3

T4-+  • • •
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Per t  sufficientemente piccolo, cam biando t  in — t  la Y non cam bia di segno. 
Quindi nelPintorno del punto (Xo , o) la traie tto ria  è tu tta  situata da una 
parte  dell’asse X. Inoltre, cam biando vo in —v0, si ha che il tra tto  di andata 
e quello di ritorno, in corrispondenza dello stesso punto, sono da p arti opposte, 
sim metrici rispetto a ll’asse X, e tangenti nel punto (Xo , o).

Osserviamo ancora che per le traietto rie della classe che stiam o consi
derando, nel caso lim ite in cui vo tende a zero, il punto (Xo , o) è un punto 
a meta asintotica.

Inv ero  per le traietto rie che passano per il punto (Xo , o), con velocità 
vo, l ’integrale (18) d iventa

2 L \ dT I 

da cui si ricava

=  Q* (X ,Y) —  Q* ( X o , o) +  A

(28) d X
d z =  ± f z £2» ( X, Y)  —  £J»(X, , o  ) + i » J / V , +  (t x

Ora, per quanto si è visto d a ll’analisi .della funzione F (X ,Y) — Q* (X ,Y) — 
—  Q* (Xo , o), definita dalla (14), si ha

a* (x ,■Y) -  a- (x„, o) _  i -1 (X -  x„)«+ y* j +  »*,,

dove 7)3 indica term ini di 30 ordine in X — Xo ed Y. Ne segue che il secondo 
m em bro della (28), per vo -> o, tende a zero del prim o ordine quando X -> Xo 
ed Y ^  o. Perciò, partendo il punto mobile da una certa posizione iniziale 
verso la posizione (Xo , o), vi im piega un tempo infinito.

SUMMARY.—  In this paper we consider the problem of the motion of an artificial satellite 
revolving round the earth and the moon, and we show that the centre of libration, situ
ated between the earth and the moon, is an asymptotic point for the motion. Furthermore, 
there are periodic orbits that are tangential, at the centre of libration, to the straight line 
joining the earth and the moon, for both the outward and the return journey.


