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DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI
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Seduta del IJ novembre 1965 

Presiede i l  Presidente B e n i a m i n o  S e g r e

N O T E  D I  S O C I

Matematica. — Intorno ad alcune forme algebriche su di un campo 
a caratteristica positiva. Nota n  del Socio B e n i a m i n o  S e g r e .

1. Siano y e S rispettivam ente un qualsiasi campo di caratteristica 
p  >  o e la sua chiusura algebrica. Posto

(1) n — p h (con h intero positivo),

l’equazione

(2) b =  a*'

determ ina in y una c o r r i s p o n d e n z a  r a z i o n a l e  a -> b, la quale 
risulta b i u n i v o c a  nel campo y se y è perfetto ed è quindi sempre tale 
in 8; ciò non ostante, la (2) si in verte razionalm ente su y -  e cioè è ivi b i r a - 
z i o n a l e  -  se, e s o l t a n t o  s e ,  y è u n  campo finito:

(3) y =  GF(^) (con q =  p k, k  intero positivo).

N ell’S3 Oh) , x i  , yo , y ì)  la superficie d ’ordine n  +  1*

(4) y0x\—yxxl = °
è rigata, avejndo l’asse x  (y 0 =  y 1 =  o) quale direttrice semplice e l’asse 
y  (xo =  x i =  ó) quale direttrice ^ -p la . È chiaro come l’equazione (2) defi-

(*) Presentata nella seduta del 13 novembre 1965.

i S. —  R EN D IC O N TI 1965, V o i. XXXIX, fa se . 5.
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nisca la corrispondenza fra il punto A ( i , a ,  0 ,0 ) ,  variabile sulla prim a retta, 
ed il relativo piano tangente

(5) Vi =  ày0

(passante naturalm ente per essa). Al m utare del piano (5) nel proprio fascio, 
la parte variabile (e cioè residua a ll’ asse x) della sua sezione colla super­
ficie (4) consta della g e n e r a t r i c e  passante per il relativo punto A  di 
contatto d a  c o n t a r s i  n v o l t e  [onde quella sezione ha in A un punto 
(n A  1)—pio]; poiché, in base alla (1), risu lta n  >  2, si vede così come il 
classico t e o r e m a  d i  B e r t i n i  sulle componenti m ultiple delle curve 
di un sistem a lineare sopra una superficie (valido in caratteristica zero) non 
possa venire esteso al caso attuale.

2. Presi due interi r, soddisfacenti alle r  >  1 , 2 <  s <  n, denotiam o 
con f ( x 0 , x ± , • • •, x r , y 0 , y ±) una forma di grado n  +  1 nelle r  +  3 va­
riabili

(6) x 0 , x i  , ■ ■ ■ , x r , y 0 , y x ,

a coefficienti generici in y, che risulti un polinomio (non omogeneo) di grado 
n  —  s + i  rispetto alle x 0 , x 1 . È subito visto che, nell’Sr+2 delle variabili (6), la

(7) y 0 x \  —  y x X” +  /(* „  yX! , • • •, x r ., y 0 , y x) =  o

definisce allora u n ’ipersuperficie, d ’ordine n- j - ' i ,  la quale passa (semplice- 
m ente) per la re tta  /  di equazioni

=  • • • =  ^  =  y 0 =  y ± =  p

ed è n o n  s i n g o l a r e  in 8 (come ad esempio tosto si verifica quando si 
assuma: /  =  x Q y ” -f- x x y ” +  x *+1 +  • • • +  x ”+1).
, In base al n. 1, l’iperpiano (5) di Sr+2 è ora quello che tocca la (7) nel 
punto A  (1 , a , o , • • •, o , o) della re tta  /, le a e b essendo legate dalla (2); 
e la sezione di quell’iperpiano colla (7) varia in un fascio lineare, passando 
semplicemente per /  e possedendo nel relativo punto A di contatto  un 
p u n t o  s -  p i o  v a r i a b i l e  (in quanto l’ipersuperficie f  — o passa per 
/  colla m olteplicità s). Se s >  2 si ha così che il classico più generale t e o r e m a  
d i  B e r t i n i ,  relativo ai punti j*-pii variabili delle ipersuperficie di un 
sistem a lineare sopra una varie tà  algebrica, non può venire esteso nelle ipo­
tesi a ttuali.

3, Il caso in cui si faccia s =  n presenta speciale interesse, poiché la 
sezionfe di cui alla fine del n. 2 risulta allora un m o n o i d e  di vertice A, 
ed è quindi b i r a z i o n a l e  nel campo y (a)9 potendo venire riferita bira- 
zionalm ente ad un Sr su y m ediante proiezione da A. N ell’ipotesi ammessa 
 ̂ =  n, l’ipersuperficie (7) verrà brevem ente denotata con F.
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A vuto riguardo ai nn. i, 2, ne discende tosto che:
L a  F  suddetta è una fo rm a  non singolare d'ordine n +  I d i Sr+2, definita 

su l campo y, riferibile ad un  Sr+i su  y in una corrispondenza R r a z i o n a l e  
nel passaggio da Sr+i ad  F. L a  R  è b i u n i v o c a  se y è perfetto, e si prolunga  
in ogni caso in una corrispondenza (algebrica e) biunivoca sopra la chiusura 
algebrica 8 di y. Tuttavia, R  risulta b i r  a z i  o n a l  e m  y se, e soltanto se, 
y è fin ito . E  si noti che la F n o n  è certamente una varietà birazionale in 8, 
qualora — com e lecito in base alla (1) — si supponga n abbastanza grande 
rispetto ad r.

Va particolarm ente segnalato il caso r  =  3 , n >  3, in quanto esso porge 
una superfìcie F  (non singolare e quindi) non birazionale in 8, che tu ttav ia  -  
a differenza di ciò che afferma in ca ratteristica zero un classico t e o r e m a  
d i  N o e t h e r  -  viene a contenere un fascio lineare di curve birazionali 
in 8. Inoltre, assunto n =  2 [ossia, in forza della (1), p  =  2 , h =  i], si ha 
senz’altro che:

In  uno spazio proiettivo d i d im ensioned  +  2 >  3, definito sopra un campo 
y di Galois di caratteristica 2, esistono form e cubiche F  — non singolari nella 
chiusura algebrica di y — che risultano birazionali in  y (ed m  ogni estensione 
algebrica d i  y).

4. N ell’ipotesi s =  n, di cui al n. 3, la f  che compare nella (7) può 
venire scritta in modo più esplicito come segue:

(8) /  ?O o , y i  , *2., • • • , x r) +  , y i ; X 2f • • • , arr) x 0 +

+  x ( y 0 , y i  y X 2 , • • • , x r) x 1 ,

dove cp , ^ denotano tre forme nelle yo , y i  , X2 , ■ • • , x r , a coefficient
genericam ente scelti in y, aventi in esse rispettivam ente i gradi n +  1 , n  ,n .

Ammesso inoltre che valga la (3), ci proponiam o di determ inare il 
n u m e r o  N dei punti di Sr+2,s -  ossia a coordinate (6) in y -  giacenti 
sulla form a F (di cui al n. 3). Si ha m anifestam ente

N =   ̂ 4- 1 +  2  v* ,

dove con si denoti il num ero dei punti -  non giacenti su /  -  della sezione 
di F  con un piano n  di S,.; che passi per /, il som m atorio essendo ivi da 
estendere a tu tti i ^  H---------b q +  i piani n  siffatti.

Il punto descrivente un tale piano 7t ha coordinate (6) che vengono a 
dipendere dai tre param etri omogenei (xo , x \  , p), fungenti da c o o r d i -  
n a t e  i n t e r n  e su 7u, quando si assum a

y o  —  ? C0 ’ y i  —  p i i  y x 2 —  p i 2 y ' ' ' y x r =  Pcr y

dove le r designino r  +  I elementi non tu tti nulli di y com unque fissati 
(coordinate omogenee di tz nella stella di centro /). In  v irtù  delle (7), (8),
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la sezione C di F  e 7u residua t i l a  re tta  /  (la quale u ltim a ha l ’equazione in terna 
p•:== o) viene fornita dalla:

(9) CQ —  cx%l +  <p(V) p” +  x0 +  x(f) x l] PK~1 =  O .

R elativam ente alla C, possono così m anifestam ente presentarsi solo i c i n q u  e 
casi (i) — (v) seguenti [i prim i tre dei quali restano del tu tto  esclusi se r — 1; 
m entre poi —  se r  >  1 -  questi hanno luogo quando, e soltanto quando, tc 
giace nell’Sr base del fascio degli iperpiani (5) tangenti ad F  nei punti di /].

( i)  c0 ==. ^  =  <p (c) =  tp(t) =  x(f) =  0 ;

attualm ente 71 giace su F  e viceversa, se ciò ha luogo valgono le (i), onde 
corrispondentem ente risulta =  q2.

(ii) Cq =  c-L =  =  x(c) =  O , <p(<r)H= 0

in v irtù  della (9), C riducesi ora alla /  contata n  volte, sicché =  o.

(iii) co =  ci =  o , ty(c) e yjc) non entram be nulle;

sotto queste ipotesi C si spezza nella /  da contarsi n  — 1 volte ed in una re tta  
ulteriore, eppertanto si ha =  q .

Nei casi rim anenti -  avuto  riguardo alle (1), (3) -  è lecito porre

co = ao ’ ci = a i>

con a0 , ax elementi n o n  e n t r a m b i  n u l l i  di y; g iusta il n. 2, tc risulta 
allora tangente ad F  nel punto A  (o0 , a± , o , • • •, o , 0) di /, e si presentano 
unicam ente le seguenti due alternative.

( i v ) . «0 'l'W  +  ai x(c) = h  0 ;

in base alla (9), C è ora una curva algebrica d ’ordine n  avente in A  un punto 
( n —  i)-p lo , dotato ivi di una sola tangente, la quale va c o n ta ta ^ — 1 volte 
e coincide colla l  (p ■= o), onde si ottiene =  q.

(v) a0 <p(t) +  «1 xOO = p  ;

avuto ancora riguardo alla (9), C viene attualm ente ad avere in A  un punto 
^ -p lo  e -  in u n ’opportuna estensione di y -  si spezza quindi in re tte per 
A, nessuna delle quali può coincidere colla /  (L. Pertanto, detto cr* il num ero 
di quelle distinte fra tali re tte che risultano definite in y, si ha =  anq.

D all’analisi precedente si ricava in conclusione che -  designati con 
ui ,U 2  i num eri dei piani tu che rispettivam ente presentano i casi (i), (ii) e

(1) Se h =  1 (ossia n =  fi), l’equazione da cui viene a dipendere lo spezzamento di C
in rette trovasi minutamente discussa in B. Segre, Arithmetische Eingenschaften von Galois- 
Ràumen. I, «Math. Ann.», I 5 4 > I95~25  ̂ (1964), § 3; analoga discussione potrebbe venire 
fatta per h >  1.
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posto per abbreviare

( IO) V =  S  (<7„ — 1) ,

dove la somma si intende estesa ai vari piani tu di tipo (v) -
Per ogni q  == i l  numero ̂  ,dei 'punii-..distinti d i  Sr+2,r che. giacciono 

sulla form a  F, definita nel n. 3 (ed avente s =  n), si esprime colla:

( n )  N =  qr+l +  qr +  • • • +  q3 +  (i +  %) q2 +  (2 —  u\ —  «2 +  v) q + 1.

5. Nel caso particolare in cui si assuma r =  i ed n =  2 (e quindi p  =  2, 
h — 1), F è una superficie cubica non singolare sopra un campo y di Galois 
di c a r a t t e r i s t i c a  2. In virtù del n. 4, attualmente si ha ux =  u% =  o; 
ed i piani tu che presentano il caso (v) non sono altro che i piani per /  (de­
finiti su y) che toccano F in un suo p u n t o  d i  E c k a r  d t.

Con facili argomentazioni si prova che, al variare dei coefficienti che 
compaiono nei polinomi 9 , ip,  ̂ di cui al n. 4, in modo che F rimanga non 
singolare, il n u r n e  r o a di tali piani tu può precisamente assumere i valori 
o , 1 , 2 , 3 , 5. Per un piano tu siffatto può poi soltanto risultare cG =  0 0  
Gjt — 2; e si constata agevolmente che -  per un dato a e disponendo dei 
suddetti coefficienti -  il n u m e r o  (3 di quei piani tu che hanno cr* =  2 
può precisamente assumere uno qualunque dei valori 0 , 1 , 2 ,  • • • , a, tranne 
nel caso a.. =  5 in cui i valori assumibili da (3 sono o , 1 , 2 , 3 , 5. La (io) 
porge dunque

v =  2 $ —  a ,

onde la (11) fornisce il numero dei punti giacenti sulla suddetta superficie cubica 
F espresso dalla:

N =  q* +  sq +  1 ,

ove

t . =  2 -f- 2(3 ■—- a

prende tutti e soli i valori interi delPintervallo da —-3 a 7 (estremi inclusi), 
tranne t — — 2 e t =  6 (2).

Summary. — Study of certain primals over a field y of characteristic p  >  o to which 
the classical theorems by Bertini and by Noether do not apply. Some of these primals are 
birational in y, without being birational in the algebraic completion of y. Moreover, 
when y is finite the number of points lying on such a primal is here obtained.

(2) I risùltati del presente numero possono venire raffrontati con quelli un po’ meno 
circostanziati ottenuti per le superficie cubiche di S3,? che contengono una retta, relativi però al 
caso della caratteristica p  >  2, in L. A. ROSATI, Su l numero dei punti di una superficie cubica 
in uno spazio lineare finito, « Boll. Un. Mat. Ital. », (3) j j ,  412-418 (1956), n. 2.


