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Geometria. — Metriche riemanniane tensoriali (*\ Nota (**} di 
E ttore Picasso, presentata dal Socio B. S egre.

I. È  ben noto che, in un euclideo, accanto alla classica geom etria 
vettoriale m etrica relativa ad un assegnato tensore fondam entale azy (i , j  =  
=  1 , 2 , * • •, n), si può in modo del tu tto  analogo sviluppare una geometria 
bivettoriale, connessa al sistema fondam entale a^^k)  a due indici composti 
(ij) , (hk) (ciascuno dei quali si faccia variare entro le n ( n — i)/2 com bina
zioni di classe 2 dei num eri 1 , 2 , * * * ,  zz) di componenti

(I* i)  ̂ {ij) (hk) ^ih G'jk Q'jh &ik (j, ' ì j ì h ì k ì m‘ , y I , 2 , • • •, ri).

In conseguenza della definizione, le a ^^ k )  verificano i seguenti caratteri di 
sim m etria ed alternanza

(I-2) a{ij) (kk) =  aihk){ij) — ---  aVi)(hk) =  ---  a{ij) (kh)

e soddisfano alla relazione

(1-3) +  a(K)v&) +  aW)(ki) =  o ;

cosicché, delle componenti con gli stessi indici, due soltanto risultano indi- 
pendenti.

L a proprietà ora richiam ata è alla base delle nozioni di connessione 
metrica tensoriale e di spazio d i Wely, da me recentem ente indicate in [4] 
per tensori controvarianti pluckeriani come particolari sottoclassi di connes
sioni affini tensoriali.

Quando però ci si proponga di caratterizzare sottoclassi di connessioni 
affini tensoriali assim ilabili alle connessioni riemanniane 0 d i Levi-C ivita , 
resta da compiere un passo essenziale: quello di costruire a partire  dal tensore 
a0J) (hk) ad indici composti, variabili entro le sopraddette combinazioni di 
classe 2, che definisce la m etrica tensoriale, una sorta di derivazione cova
riante con la quale si possa operare al modo consueto su tensori doppi a lter
nanti e in particolare pluckeriani. S ’intende che tale costruzione deve p re
scindere d a ll’esistenza in di una qualunque m etrica vettoriale od almeno 
risultare, comunque, indipendente da questa; le componenti a ^^k )  dovranno 
supporsi, in conseguenza, funzioni arbitrariam ente assegnate, assoggettate 
soltanto alle condizioni di sim m etria e alternanza (I.2) (1).

(*) Lavoro eseguito nelPambito del 170 Gruppo di ricerca del Comitato Nazionale per 
la Matematica del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 2 settembre 1965.
(1) Alla caratterizzazione e costruzione di metriche riemanniane su una varietà diffe

renziabile (reale) M e, in particolare, su una varietà (reale o complessa) di Grassmann, che ri
sultino invarianti rispetto ad un assegnato gruppo G di rappresentazioni (omomorfe e diffe
renziabili) di M in sé, è dedicata una recente Memoria di K u r t  L e ic h t w e i s s  (cfr. [3]).

12. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXIX, fase. 3- 4 .



17 6 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXIX -  Ferie 1965

Q uesta ulteriore estensione tensoriale è resa possibile d a ll’esistenza di 
forme lineari delle derivate prim e di tali componenti che dipendono da cinque 
indici e che assumono, nei confronti dei tensori quadratici del tipo considerato, 
il ruolo che per i vettori hanno gli ordinari simboli di Christoffel.

Indicate con j ^ j  le forme a cinque indici da costruire, le relazioni

( 1. 4)  V ,  P *  =  3,  5“  +  j  “  j  5"  ,  V , i ,  =  3, 5a ~ j " j i U

saranno idonee a definire l ’operazione di derivazione covariante per quella 
classe di tensori, allora e solo che questi simboli subiscano, per un m utam ento 
am missibile ;r<—-> %' delle coordinate curvilinee, la medesim a trasform azione 
dei param etri di una connessione tensoriale (cfr. Bom piani [1], 480), cioè 
si abbia

(1.5)

ove, come di consueto, 0*- dx*
dxi

d%,

d x p>
a*  0 ?  _ i _ 3 e *

^  +  ~ T Pd x *

d x 1 \  

dxv  /

r\P'

II. P rem ettiam o in questo num ero alcuni sviluppi necessari alla costru
zione dei simboli a cinque indici e atti, allo stesso tempo, a stabilire le condi
zioni di esistenza di una m etrica vettoriale subordinata a quella tensoriale. 

Dalle relazioni

( I I .6) {h’k’) —  a {ij) (hk) 9;' 9/  0̂ ' 0
k

che attuano il passaggio delle componenti del tensore fondam entale relative 
ai due sistemi curvilinei ;r , si ottiene per derivazione rispetto ad una gene
rica x r’,

da(i'j') (h’k>) 
cxr'

3a(ij)m  0,; 0/ 0* +
dxr

305, . . , 30/, . . .  307, . . .
+  a(fj) (hk) ( 9/ ' 0/i' 9*' +  61' 0 '̂ +  -3-^r %’ 0/ ^k' +dxr' dxr' 01' d/ t i

Con ovvii m utam enti degli indici, si calcolano le derivate prim e

(II.8) d a (i'h') (j ' r ') d a ( j ' r ' )  (li’# )  d a (k'r') (k’ i')  ^

d x h' ■ d x k' ’ d x 1' ’ d x j '

Omessi gli accenti degli indici per alleggerire la scrittura e alternando -  secondo 
l’uso — m ediante il simbolo [ ], si constata agevolm ente che la seguente 
espressione lineare delle derivate ( IL 7) e ( I I .8)

( 11-90
da(i(j)(h]k) , . da(ilh) (/] r) ,

3xr dx* dx* "r

3 a U \ r ) (k] k) |  d a (k[r)  (K \ i)

dx' dx j

(’ik jr h ) —
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è legata alla corrispondente espressione, relativa al nuovo sistema curvilineo 
x ', dalla relazione

( I I . IO) (*'k ’j ' r ' k )  =  (ik irh) dì dj, d\, d i drr> +

/ so’-, ■ , , del . .
+  (2 +  a{ij) {kk) —  a{ik) <jk)) I d i dj> d i  - f  0), d i  0,•/1 .

\ ex dX ]

Le (I.2), (I.3), m ostrano che i coefficienti comuni delle derivate seconde 
nelle (IL io ), ossia le espressioni

(I I. I i) (hj) 2 CL(ik) (>hj) ~f" &(ij) (hk) &(ih) (jk ) 1

possiedono gli stessi caratteri di sim m etria ed alternanza delle a(ik)(hj) e 
verificano la m edesim a relazione lineare cui soddisfano le componenti del 
tensore composto che definisce, m ediante le (I .i) , la m etrica bivettoriale in . 
Per la supposta trasform azione x  <—> x ’, le A {ik){hj) così definite variano cogre- 
dientem ente alle cioè secondo le (IL6). Se, inoltre, le a{ij){hk) in i
zialm ente assegnate soddisfano esse medesime alle (1.3), risulta in particolare
A ( i k )  (hj) —  3 &(ik) (hj) •

Dalle proprietà ora notate segue la possibilità di normalizzare le compo
nenti del sistem a fondam entale assegnato sostituendo, nei precedenti svi
luppi, alle a(ik)(hj) le A(ik){hj) date dalle (IL io ).

Si può supporre tale sostituzione già .effettuata e ritenere che le a{ik){hj) 
m edesime siano le componenti norm alizzate. Proveremo che il tensore com
posto fondayhentale normalizzato (’mediante le ( I I .i  1)), determina in modo univoco 
un tensore quadratico simmetrico, atto a definire una metrica vettoriale in 
e legato al primo da relazioni del tipo (I .i).

Sotto condizioni abbastanze late, precisate dalla form a delle seguenti 
(II.12), il sistem a ( I .i)  è in effetti risolubile rispetto alle a{j. Introdotto  il 
tensore ad indici due volte composti'. a^(ìj)(hk)}\(mn)(pq\>}> costruito m ediante le 
a(ij)(hh) come questo lo è a partire dalle a{j m ediante le ( I .i)  (per cui risulterà,
ad eseffipio, a { ( i j ) ( h k ) } { ( m n ) ( p q ) }  ~  a ( ti ) (m n)d(hh)(pq)  &(hk) (mn) t t ( i j )  (Pq)) 1 e  pOStO

&(i j) (jh) a (ì j )  (jh)

&(ih) (ih) &(ih) (jh) ì

&(jh) (ih) a (jh) (jh)

a { (ti ) (ih) } { ( ij ) (ih )}

sono, la prirpa indipendente dall’indice h , la seconda dagli indici jh  e defi
niscono le componenti , bi{ di un tensore quadratico (sim m etrico) verifi
cante il sistem a (L i). Quanto sopra si enuncia col seguente teorem a.

A d  un tensore a(jj){hk) & due indici composti, ciascuno variabile entro le 
combinazioni d i classe due dei numeri 1 , 2 , •••,  n arbitrariamente assegnato,

D (ijh) -
a (ij)  ( tj )  

a (ih) ( i j )  

a (jh) (ij)

le espressioni 

(II.12) a {  ( ti ) (ih) } { (i j )  (jh) }

n 1/2u (ijh)
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purché soddisfacente ai caratteri d i simmetria e alternanza (1.2), resta associato 
in modo univoco un tensore dello stesso tipo:

per il  quale valgono i medesimi caratteri d i simmetria ed alternanza del dato, 
ma le cui componenti verificano le relazioni lineari (I.3).

La metrica per i bivettori — definita da questo sistema -  ne subordina 
una vettoriale d i componenti fondamentali (II. 12), dalla quale la prima può 
ritenersi dedotta tramite le (I .i) .

II I )  Serbando la m assim a generalità per le a ^ ) ^ k)y indipendentem ente 
dalla norm alizzazione detta  sopra, per o ttenere i simboli richiesti (simboli 
di Christoffel generalizzati di 2a specie), risolviamo* le ( I I .io )  rispetto alle 
derivate seconde. M oltiplicandone i due m em bri per 0^ , 0  ̂ , sommando 
rispetto a r ’, j '  e alternando poi rispetto a z', k , si ha in prim o luogo:

form alm ente invertibili con lo scambio degli indici delle due serie.
Ciò premesso, m oltiplicando ambo i m em bri delle (III . 13) per 

som m ando rispetto a p  , q, in forza delle (II. 11), ( I I I .14), si ottiene:

A(?y) (hk) — 2 a(ij) (hk) +  CL{ik) 0hj)-- (kj) y

( I I I . I 3) ( [ i 'k 'ì f r ’h’) of o f =  ( [ # ]  qph) e £  e t  e t  +

Introdotto  il tensore controvariante fondam entale ad indici composti #(*>') W  
m ediante il sistema lineare

(III.14) <!»<*> =  2 f à .  , =

(con 8 | I = S |$ I — SU Ì ) ,

sarà possibile abbassare od innalzare gli indici di un medesimo tensore qua
dratico alternante ponendo:

( i n .  15) ^  =  «*>(**) 5 "  =

^ ) (""> { \i'k '] j 'r 'h ')  e;' o f  =  amimn\ \ i k \  qph) %  0\, 6*. +
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D a qui, m oltiplicando per \ mn (l,mn =  —  sommando ed esprim endo il 
prim o m em bro m ediante le sole coordinate x ', si ricava:

(III . 17) ( \i 'k '\ j 'r 'h ’)d;r(j'v')  (m ' nr) =  (\ik\ qph:) a(qp) (mn) 0Z f\h r\k ,
if V# +

+  %>ik
S0J,

a ? 6* + %

D ’altro  canto, per derivazione delle ( I I I .16), risulta:

(III . l8) d# £i’h’ =  %ii 0»' 04’ 04' +  %i£ ( , // ®4' +  —-fj,
\  d x  d x

0C

e non resta orm ai più che da elim inare le derivate seconde. Si ottiene così:

( I II . 19) a * 'W  — ( [ * ' i ' ] / ^ ')a (j'r W n m̂  =

=  { \ l i k - m \ j r h ) a Ur̂ l mn}. ©:- ©J- o t

Se dunque si pone

a n .2 0 )  g j  =  aw (" - ) ( [ ^ ]> A ) >

le (I.4), ^), ove i simboli a cinque indici s ’intendano definiti da queste ultim e, 
sono le componenti di un tensore ottenuto per derivazione covariante mediante 
il  sistema composto che stabilisce la metrica per tensori alternanti o in parti
colare pliickeriani.

Le espressioni ( I I I .20) rappresentano i simboli d i Christoffel generaliz
zati , a cinque indici, relativi al sistema fondamentale a^^k)]  abbreviando, li 
diremo i simboli d i Christoff el tensoriali d i seconda specie\ quelli tensoriali di 
prim a specie potranno identificarsi, a meno di un fattore numerico costante, 
con le espressioni (Jik\ jrh)  che si calcolano im m ediatam ente dalle ( I I .9), 
ottenendo:

(III.21) (ikjrh) \ i [ J ) W  k) 

d x r +
da.

d x h + dxj
I „  d a (ih)(Jr) ,

+  2 3** +

n  d a (.M)(.ri) _  d a (ij)(kr)  | 2  d a U r)(h k)  . d a (kj) (hr)   d a (jh)t,rk)

dxP dxk dx* dx* dx*

Che anche la (I.4), a) rappresenti un tensore per i valori ( I I I .20) dei 
simboli di C hristoffel tensoriali* segue in modo agevole dalle (III . 16) e (III . 18).

Nei confronti dei simboli delle due specie, va no tata la em isim m etria 
rispetto a j  * r  delle (III.21) e i caratteri espressi dalle relazioni

(III.22) l rs ) _ ( sr ì
t ijk\~~ ( ijk j

rs sr
\jik\  \jik\

IV. L a m etrica tensoriale relativa al sistema a ^ ^ ,  quando per ten 
sori quadratici alternanti, o in particolare pliickeriani, sia definita l’opera
zione di derivazione covariante per mezzo delle (I.4) coi valori ( I I I .20) dei 
simboli tensoriali di Christoffel, possiede in parte gli a ttribuiti di una m etrica
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riem anniana vettoriale e dà luogo, con opportune limitazioni, ad operazioni 
di analisi tensoriale del tipo dell’analisi di Ricci.

Gli elementi sin qui in trodotti costituiscono già una premessa sufficiente 
per una teoria geom etrica delle varietà a connessione riem anniana tensoriale; 
nei confonti di tale geom etria, le condizioni

(iv .2 3 ) d e = - \ ^ \ ^ d x (

definiscono una legge di trasporto per la classe di tensori considerata, che 
si dovrà assum ere quale legge di trasporto parallelo tensoriale d i 'Levi-Civita. 
Il tensore di cu rvatu ra riem anniana tensoriale che ha l ’espressione

Ri
• •ik

■r stp  '
 ̂ | ik ) 3 j ^  J I ) hm l ìk ì  i h m ì i i k )
p \r s t \ r f rsp ) \ r s t \ h m p \  ( rsp j \ hmt ( ’

è  suscettibile di u n ’interpretazione geom etrica in tu tto  simile a quella d e l l ’a n a -  

logo tensore relativo ad una qualunque connessione affine (cfr. Cossu [2], 
333 * * * * 8~339)j qualora il trasporto ciclico sia definito dalle (IV.23).

O pportune generalizzazioni trovano anche taluni enti e p ro p rie tà . vetto
riali (quali il tensore di Ricci, le identità di Bianchi e il teorem a di Schur) 
e il confronto di enti omonomi nelle due teorie, quando ci si ponga nelle 
condizioni dell’enunciato del n. II , presenta spesso aspetti non banali.

Esula dagli intendim enti enunciati al n. I, la ricostruzione su queste 
basi di una teoria riem anniana tensoriale; qui ci lim itiam o a dimostrare, la 
seguente significativa proprietà, fornita dal confronto del Lem m a di Ricci.

Condizione necessaria e sufficiente affinchè sia valido per il  sistema fonda- 
mentale che definisce la metrica tensoriale, nelV ipotesi che la derivazione
covariante sia effettuata mediante i simboli ( I I I .20), / ’analogo vettoriale del 
Lemma di Ricci, ossia perché si abbia V* a{ij) {hk) — o, è che le componenti di 
quel sistema soddisfino alla relazione lineare (I.3).

L a necessità della condizione segue dal calcolo diretto di V* #(,>•) (>w), che dà

A t  7  0 , \  Y7  ^a (v )(kk )  \ m n \  \ m n ) -(̂ 1V .24; V, am m  = ----g— -------j ..t | a{mn) {kk) —  J a(mn) {ij) =

=  -  m  hrt) -  {[hk] ijt).

O perando in questa la sostituzione dei valori ( I I I .21), si perviene alla relazione
3 3

a (ij) (hk) ~  \®(jj) (hk) +  CL(ih) (kj) +  &(hj)(ki)] +  ^ “ 1" \&(hi) (ij) +  a(i t )(h j )  +  CL(th) (,•)]

3 • , 3
“h ‘ \-a iik) (ij) +  ci(it) (jk) +  <2(ij) (kt)] +  \.a (ht) (kj) +  a ^ j )  (tk) +  a(hk) (ji )]  +

+  3 ^ 7  \_a (ih) (tk) +  &(At) (tk) +  a(it) (kk) ] ,

il cui secondo m em bro, per l ’arb itrarietà  degli indici, si annulla se e soltanto
se sono nulle tu tte  le quan tità  entro parentesi: dunque quando, e soltanto
quando, le (I.3) sono verificate.
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Le (I.3) sono anche sufficienti: nell’attuale ipotesi, infatti, le ( I I I .21) 
assumono la form a semplificata

ir -ai • z,\_  ̂ , 3 | 3 , 3  , 3
V J a W )  W )  +  ~ ^ h  a V*) t/>) "T &(ik) (rh) +  g - f  a{ih) ( jr )  +  gJT <*(./>) (*£) J

e si verifica per sostituzione diretta  che, per queste espressioni, l ’ultim o m em 
bro della (IV .24), è identicam ente nullo.

V. I simboli di Christoffel generalizzati qui definiti, possono venir assunti, 
com ’è sempre lecito per le (I.5), quali param etri di una connessione affine 
tensoriale e rappresentano perciò un esempio concreto di un siffatto ente 
geometrico. Se si opera su tensori alternanti, o in particolare pluckeriani, per 
1 quali i simboli di Christoffel generalizzati sono relativi al sistema ad indici 
composti a(ij)(hk) che definisce la m etrica tensoriale, o in particolare bivetto- 
riale, la corrispondente varietà è da ritenersi riemanniana o a connessione di 
Levi-Civita.

Come si è già stabilito (cfr. [4], 810), una connessione tensoriale di para-
. • t  mn * T mn T nm  T mn ' • , • / . . .metri Erĵ ,_per cui L,rsq=  — L,rsq =  — L srq , e una connessione metrica bwetto- 

riale se esistono un tensore ad indici composti a^^tp) ed un vettore cpq per cui:

(v .25) rs) (tp)   j  mn . y mn
■— &(rs) (mn) E tpq T  &(tp) (mn) E»rsq 2 a ( rs} (pq .

L a connessione m edesim a sarà, in particolare, euclidea, se nelle (V.25) è 
9^ =  0. Sostituendo queste nelle ( I I I .21), ( I I I .22) si ottengono, nel caso 
di una connessione euclidea, i valori dei simboli di Christoffel tensoriali

( V . 26)  j  fkh |  =  aUr)(̂  ([ik\jrh)  =  a(jr)m \L7r —  ^  +  I * ? ]  +
I _ S J r ) ( p q )  ry mn y mn , y mn-, , ^pq  r y mn , y mn , y mn-,

T  lt(ih ) (mn) & |) -Jrk j E jk r  1“ *~'jrk\ ”T~ 2 ò mn [2 S-^hik “T- E ^ ^ J  •

Aggiungendo l’ipotesi che i param etri soddisfino alle condizioni Uyjk] =  o, 
ossia, come si dirà estendendo una denominazione propria al caso vettoriale, 
quando si supponga che la data  connessione sia senza torsione, per effetto dei 
caratteri di em isim m etria degli indici superiori e inferiori dei param etri L . . . , 
è da porsi indenticam ente in questa

Lmn y mn y mn   y mn y mn . y mn   y mn y mn y mn   
ijr 1“ Eyr?- —  E r ŷ r“ *-‘j k r  I *-Jj r k  —  ^ i k h  ~T~ S-'hik ”T~ -̂Jkhi ~ -  O  .

L a (V.26) si riduce allora semplicemente alla

( V . a ? )  L £  =  j *

e i parametri della connessione coincidono con i simboli d i Christoffel tensoriali. 
Dunque:

Condizióne necessaria e sufficiente perchè la connessione tensoriale d i para
metri \ d i j k , nell'ipotesi che questi verifichino le condizioni

Lmn _ y mn   _
(ij) h O j EjV/q - Q ,

y (mn) _Ejijh — O
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sia una varietà tensoriale riemanniana o a connsesione d i Levi-Civita, è che 
esista un tensore ad indici composti a^^hk) simmetrico rispetto alle due coppie 
di indici e alternante rispetto agli indici d i una stessa coppia che, in corri
spondenza alla condizione t$q =  o, verifichi Vequazione (V.26). I  parametri 
medesimi si identificano allora coi simboli di Christoff el generalizzati relativi 
a detto tensore.

Con ciò resta acquisito, per una varietà di dim ensione qualunque, 
quanto era stato precedentem ente stabilito per una varietà a tre  dimensioni 
di assegnata connessione tensoriale (cfr. [4], 811).

R iassum endo in un unico enunciato le precedenti conclusioni in relazione 
alle definizioni poste a suo tem po in [4], si ha che:

Una varietà a connessione affine tensoriale è una varietà a connessione, 
metrica ('tensoriale) se esistono un tensore covariante ad indici composti a^j) ̂ k) > 
variabili entro le combinazioni d i classe due dei numeri 1, 2 , * • •, n ì ed un 
vettore covariante tali che le (V.25) risultino soddisfi atte; è una varietà 
a connessione euclidea se esiste un tensore covariante, ad indici composti, tale 
che si abbia

r \ J  oQ \ c a (v)(à&)    _ T mn I ^ -T mn '\ V .25 )̂ ij) {mn) î hkt “T &(hk)(mrì) E ijt >

è una varietà riemanniana 0 a connessione di Levi-Civita  (tensoriale) se, uni
tamente alla (V.28), è verificata la condizione

T mn^\ijh\ =  o .

In  questo caso risulta necessariamente
y mn _ j mn )
^ ijk — I ijk i ’

i  sìmboli d i Christoff el tensoriali essendo relativi al sistema fondamentale a(,y) y,k) •
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ŜUMMARY. — A composite-index system is defined for introducing a metric into a 
field Of alternating double tensors. By means of its components a geometrical five-index 
object, analogous to the ordinary C h r i s t o f f e l  system, is defined. Thus a tensorial-Rieman- 
nian Geometry is constructed and some of its particular features are pointed out in com
parison with the vectorial ones.


