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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Soluzioni quasi—periodiche dell’equazione 
non omogenea delle onde, con termine dissipativo non lineare. Nota III 
di G io v a n n i P r o u s e , presentata dal Corrisp. L . A m e r io .

3. D iam o ora le dim ostrazioni dei teoremi 3, 4, 5, 6.

Dimostrazione del teorema 3.

Osserviam o anzitutto  cheaper il teorem a 1, si ha necessariamente, fissato 
com unque y)0 ,

(3.1) sup I ui (73) ||E <  +  00 , sup II m  (73) ||E<  +  00 ,
n>i\o >̂110

essendo u\ (73) , uz (73) due qualsiasi soluzioni della (1.1).
Posto w  (73) =  u\ (73) —  u% (73), la funzione w  (73) risulta ovviam ente solu­

zione dell’equazione

(3-2) w "  (73) — A w  (73) +  p (ui (73)) —  p (u2 (73)) =  o ,

ossia dovrà soddisfare, V k  (73) e L?oc ( J ; H j) a supporto compatto, l’equazione

(3-3) J  {(«>" (73), h Oq))l* +  (w (73), h (y3))hì +  (P Od (>3))— P («2 0])) , A (tj))l « } 7̂3 =  o .
J

Posto, nella (3.3), A (73) =  zt/ (73) per 73 6 [73!, 733] , 733 >  730) , k  (73) -  o
per 73 € [t3x ,733], si ottiene

(34 ) -5- Il ^  (^2) IÌe---- ^  Il ^  C î) I!e +  !  (PWO'l)) — P(«2(vi)),«i(7))— Uì(7\))udri=o.
%

Osserviamo che dalla (1.5) segue

(3-5) (P <&) —  P &)) (& -  Si) >  A | -  $1 |S+1

e si ha perciò, per la (3.4),

(3-6)
%

w  f a )  I  —  I W (7)!) 1 + 2  h f i  W' (tj) 1 ® ^ !^  ^  O .
%

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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L a funzione positiva || w  (•/]) ||E è perciò non crescente; dovrà quindi essere 

(3-7) Km I w  (7)) ||e =  N<C-H 00 .
T)-*-+00

Dim ostriam o che non può essere N >  o; con ciò la tesi sarà provata. 
Dalle (3.6), (3.7) si deduce anzitutto

(3-8) lim  1 w' (*)| 0+1 =  o
•L'Ot  —̂  -j- OO

ed inoltre, essendo L o+1C L q,

(3-9) lim  1 w  (it) g. * =  lim  I w  (t) — lim ] « /' (t) g , =  N2.
^ - > + o o  / - >  + 0 0  '  t  - >  + o o

Poniam o ora nella (3.3) h (yj) =  w  (tj) per tj e [ t , t +  1] (t >  vj0) , h(yì) =  o 
per 7) 6 [/ , t  +  1]; si ha

(3.IO) (w" (t) , W (/))lS +  1 W (t) ||^(h5) +  ((3 (Ui (t)) --- P (u2 (t)) , W (t))hl =  O .

R isulta d ’altra parte, per la (1.5),

(3- i i )  | p ■(«,) —  p (uk) | < k  | w \ (1 +  \ w ' f ~ 1)

e, di conseguenza, posto Q, =  O x  [/ , t  1],

(3-i2)

<

< k

(P (Wi (/)) —  p (u2 (t)) , W (t))li | <

w(x-,y\) | dQ  <p j 3«i (*, y) 'j _  p / 3«2 O , •»))

9*ze/ ( . r , 7])

3t)

3t]

w (* , 7)) | ( i + 3 w  (x ,7 ] )  

9t]
Q — 1

<  < dw (x , 7])

3tj
2 )1/2| U/2

+
3w , 7]) |e + l d Q ) 6/(6 + !)

07]

| w (# , 7]) |2 dQ  > -j“

r, , ! ).i/cq+i)
/ | «>(.#, yj) |® 1 t/Q <

Q* Q,

<  /è I w ' (#) ||L! I w  (t ) ||L, +  /è I w  (t) I®e + i  IIw  (.0 II, e + i  - '  • • . 0  Lo

<  fa !w  (t) Il5(E) [ Il w  (t)||lS +  Il w '( t) ||®5+i].

Si ha perciò, per le (3.8), (3.12),

(3.13); lim  (p (u\ (/)) —  p (24 (t)) ,w  (fj) , =  0 .
/ —>■ '+  OO

Dalle (3.9), (3.10), (3.13) segue

(3-14) lim  (w”(t) ,w  (t))u  =  —  N2
/->+oo °
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<3-15) !im lim  [ || w '(t) f  +  (w " ( t ) , w  (*)) 1 =  —  N*
t —> oo 0 t —> -f - oo 'L'° Eq

Se quindi fosse N >  o si avrebbe 

(3- J6) lim (w (V), w (t) \ , =  —  oo ,
Z-̂ +OO E0

ciò che è ovviam ente assurdo; deve allora essere N =  o ed il teorem a è dimó- 
strato.

Dimostrazione del teorema 4.

Per provare questo teorem a si procede per assurdo, am m ettendo che esi- 
stano due soluzioni ux (kj) e «g (>]) tali che risulti

(3-x7) m ax lim || u\ (tj) ||e <  +  oo , m ax lim || «2 (v)ì IL <  +  oo.
rj— 00 r) ->—00

L a dim ostrazione è del tu tto  analoga a quella del teorem a precedente, 
pur di sostituire all intervallo [^o , H-00) ^intervallo (— co y t]q],‘ essa non verrà 
perciò qui riportata .

Dimostrazione del teorema 5.

Introduciam o la successione di funzioni { un (73) } definite nel modo se- 
guente. Per 73 > — n  , un (r\) sia la soluzione della (1.1) soddisfacente alle 
condizioni iniziali un (—  n) =  u n (—  n) =  o ; per 73 <  —  n  sia un (73) =  o. 

E evidente che, posto

(3.18) f  n Oq)
/  (73) per 73 >  — n
o per 73 <  —  n,

la funzione un (r\) sara una soluzione in J della (1.1) corrispondente al te r­
m ine nòto f n (73). Si ha poi, per le (1.14), (1.17),

(3,19) sup 1 Un (73) 1E =  K*
Ti e j  ■

sup II u n(t)Il e+i =  K2
/ G J H

sup I u n (73) Il <  K3 .
rj e  J

È quindi possibile estrarre dalla successione {un (73) ] una sottosucces­
sione (che direm o ancora { un (yj) } ) tale che risulti, per ogni hi e Lq (E) e per 
ogni t e  J,

(3-20) lim
n-> 00 1

À
(un (l +  Ti) —  u (t y]) y hi (t3))e dr\ — o

(3-2 1) lim f (un (t “|- 73) —  u (t -f- 73) , hi (yj))e di\ — o
«->00 J

A

Dim ostriam o che la funzione u  (73) è una soluzione E -  lim itata in J 
della (1.1).
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Dalle (3.19), (3.20), (3,21) si deduce anzitutto

(3.22) sup I u  (yj) ||E <  K* , sup I u' (tj) ||e <  K3
il e j 11 e j

ed è quindi soddisfatta l’ipotesi (ai) del § i.
Dalla (3.21) segue inoltre

(3.23) lim* u n (t) =  u ( t ) .
n - +  00 H^Qo)

Poiché l’im mersione di H 1 in L2 risulta com pletam ente continua, po­
trem o am m ettere senz’altro che risulti

(3.24) lim  u n (f) =  u ( t ),
« -> 0 0  L 2(Q0)

ossia che un u  quasi ovunque.
Perciò

(3-25) P (*«(*))-►'?(#(*))•

Ricordiam o che le un (tj) soddisfano all’equazione

(3.26) j  l(u-; (tj) , h (tj))L2 +  («„ (ri), h (tj))h, +  (P (un (tj)) ,h  (tj))L2-  (J« (tj) , h (tj))L2 }dr] =  o 
J

per ogni h (y)) e L?oc (J ; Ho) a supporto compatto.
Dalle (3.18), (3,20), (3.21), (3.25) si deduce im m ediatam ente

(3.27) lim | { ( ^ ( v]) ,^ (v)))L2+ ( ^ ( ^ ) , ^ ( vi))hx+ (P (^ U v))))^ (ti))l — (/„ (ti) , ^ ( t))) }^t) =
n - >  00 J

J

=  J  {(*" (fi) , h(f\))u  +  (« C7)) -h (7l))H; +  (P («' C7)) - A (tj))L2 —  ( /  (tj) , h (yj))L2} dr).
J

L a funzione limite u (ri) soddisfa perciò alla (1.3) ed il teorem a è provato. 
Osserviam o infine che, per i teoremi 3 e 4, non possono esistere altre solu­

zioni E -lim ita te  in J della (1.1) e, detta n (ri) una qualsiasi altra soluzione, 
risu lta

(3.28) l im  I u  (tj) —  u  (tj) ||e =  o .
+  OO

Dimostrazione del teorema 6.

Osserviam o anzitutto  che, posto g (r \)=  f  (ri) —  (ì (u(rì)), la funzione u (ri) 
risulta, per il teorem a 5, una soluzione E -lim ita ta , con '̂(73) L 2-uniforme- 
m ente continua, dell’equazione

u'(ri) —  A  u (ri) = g (r [ ) .(3-29)
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Inoltre, grazie alla (1.22), l’im mersione di H 1 (Q0) in L Q+1 (Qo) è comple­
tam ente continua e risulta, per la (1.5) e la seconda delle (3.22)

(3*3°) Il p  C O ) IIl (Q + 1)/Q <  ^ 4  [  1 u ( t)  Il (q + 1) /q  + 1  u ( t)  f  Q + l ]  <

<  ! u(t) ||Lj +1 S'(0|qh1(Qo)] <  h  (K? +  K?*)

e, di conseguenza, g  (t) è L (0e+1)/e-lim ita ta  in J.
D im ostriam o dapprim a che la traiettoria di u ( t)  è Lo (E )-relativam ente 

com patta; seguiremo, per questo, un procedim ento dato da Am erio [6] (1).
Sia {4} una successione arbitraria; poiché la successione è, per la

prim a delle (3.22), Lq (E)-lim .itata e poiché, come si è. detto sopra, l’im ­
m ersione di Lq.(E) in Lq+1 è com pletam ente continua, è possibile estrarre 
dalla successione { u  (tn) } una sottosuccessione Lq+^convergente.

Di conseguenza, la traie tto ria  di u (f) risulta Lq+1 (e perciò anche 
Lq (Le+1))-rela tivam ente com patta.

Grazie ad un lem m a dim ostrato da Amerio ([6], § 4, lem m a II), la tra ie t­
to ria  di u ( t)  è allora L ^-relativam ente com patta.

Per la dim ostrazione che u  (/) ha la traiettoria Lq (H j)-relativam ente 
com patta, rim andiam o al lavoro, già citato, di Am erio ([6], § 5, I I I  c))\ il 
procedim ento ivi seguito può essere applicato, senza alcuna modificazione, al 
nostro caso, purché si tenga presente la seguente maggiorazione

(3-30

<  2

j  9 C7)) ( g ( t  +  7)) —  g  (9 +  7i) > u (t +  TÌ) —  u  (T +  7]))l2 dri
A

= J  9 ( y j ) \ g  ( t  +  Vj) —  g  ( t  +  7]) |Il (q+i )/q II u  ( t  +  yi) —  u  ( t  +  7]) Il q+ i df\  <

A

sup | j 9 Co)\g (t +  7)) if̂Q+VlQ di\ | | j 9 (73)1 u ( t+ 73) — U (t+Y])|lQ+1̂ 7]
l 3/2

(9 0ì) >  o) .

D im ostriam o che la traie tto ria di u  (73) risulta E—relativam ente com patta. 
Indicata con {ln } una successione reale, poniamo

(3-32) wjk (ri) =  u  (7) +  ly) —  « '(•/)+  4 ).

L a funzione wjk (73) soddisfa ovviam ente all’equazione

(3 ■• 3 3) j  {(«> (ri), k 0)))L,+ (wjk (-q) , h (t)))h;+  ((3 (u(y1 +  4 )) — P («' 0) + 4 )) > ̂  O'))) L»+
J

~  (/O ') +  h ) - f  0) +  4 ) ,h  (7]))L! }drì =  o 

per ogni h.(fy  € .LjL (J ,* H j), a supporto compatto.

(i) Gli spazi X e Y introdotti da Amerio corrispondono rispettivamente a H* ed 
a L2; W è lo spazio che abbiamo indicato con Lg(E).

ir. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXIX, fase. 3-4.
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Posto, nella (3.33), h (kj) =  w ’jk (yj) per yj e [yj , o] (— 1 <  ìj <  o), h (yj) =  o 
per Y) 6 [yj , o] ed osservando che, per la (1.5), è (p (u (yj + / y)) —  p (u (yj+/*)), 
w'jk (t]))l2 >  o, si ottiene

0

(3-3 4) |!^®Ie>||^(0)|||— zj J |a/yi(7j)|t<À) J 7 •
'n0

• | j  11/C7) + 4)—f(yi + 4) IIl«^| — K\\w}k(— 1 ) IL2 •

Supponiam o per assurdo che la traiettoria di u  (yj) non sia E -relativa- 
m ente com patta. Esistono allora una successione {ln } ed un num ero <j >  o 
tali che sia

(3-35) Il u (lj) —  u  (4 ) ||E =  I wjk (o) ||E > g ( j 4= k).

Grazie alla L q-relativa com pattezza della traiettoria di u ( f ) ì è poi possi­
bile determ inare n0 in modo tale che, per j , k > n 0, risulti

(3-36) | ^ ( _ i ) | Lg< - ^ .

Introducendo le (3.35), (3.36) nella (3.34) ed integrando fra  — i e o, si ottiene, 
per j  , k >  nQ ,

C3 * 3 7) Il WJk ( 0  Hl®(E) — 2 >

ciò che è assurdo, essendo la traiettoria di u (f)  Lq (E )-relativam ente com patta. 
Il teorem a è così dim ostrato.


