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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Soluzioni quasi—periodiche dell’equazione
non omogenea delle onde, con termine dissipativo non lineare. Nota 111
di Grovannt Prousk, presentata @ dal Corrisp. L. AmERIO.

3. Diamo ora le dimostrazioni dei teoremi 3, 4, 3, 6.

Dimostrazione del teorema 3.

Osserviamo anzitutto che, per il teorema 1, si ha necessariamente, fissato
comunque 7,

(3.1) sup () e< +o00 , sup |ua(n)|e<+ oo,

n=mn,

essendo 21 () , #2 () due qualsiasi soluzioni della (1.1).

Posto w () = 21 () — u2 (), la funzione w (v) risulta ovviamente solu-
zione dell’equazione

(3-2) W’ (n) — Aw (n) + B (2 (n)) — B (2 (n)) =0,

ossia dovra soddisfare, ¥/ (v) € L. (] ; Hj) a supporto compatto, I’equazione

(3-3) f (@ (), A (0))rs + (w0 (), 2 ()t + (B (s () —B (2 () , 2 ()2} dy = 0.
J

Posto, nella (3.3), / (n) =’ (1) per n € [n, 7] (o, 12 =>o) , /s () = 0
per 1 € [0, 7z], si ottiene

M2

G4 Flwm)ly— 2w m)lE + / (B (ox () —B (o (n)) , 61 () — s () i =o0.

M

Osserviamo che dalla (1.5) segue
(3-5) (@ E)—BE) Ge—E) >4|E—E& [

e si ha percid, per la (3.4),

(3.6) Joo () [y — Lo (o) 4 22 [ 1/ @) et <o

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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La funzione positiva |w (4) |& & percid non crescente; dovra quindi essere

(3-7) ' Jim Jo () = N<+ oo

Dimostriamo che non pud essere N > 0; con cid la tesi sard provata.
Dalle (3.6), (3.7) si deduce anzitutto

(39) lim &/ (1)1 = 0
. t—> 400 {(]
ed inoltre, essendo L3T'CL2,

(39)  lim fw @)y = ltim [w®fe— ln [« @f=N"

Poniamo ora nella (3.3) 4 () =w (n) per n €[z, ¢+ 1] (z > ny) y () =0
per n€[z,¢t+ 1]; si ha
(3.10) @ @), w @)+ @ Fyqm + @ 4 @) — B (1 @) , 0 B)y; = 0.

Risulta d’altra parte, per la (1.5),

G11) B Ga) —B @) | < &|w'| (4 |2/ 7

e, di conseguenza, posto Q, = QX [#,¢ 4+ 1],

(3.12) | (B Ga (1) —B (@) ,w (5| <
<[|e ) (2 ) | dQ <

S"c‘ﬂaz"—a’f{“”lﬂw<m>a(1 [l 7 g <
Q

S’égflawg—’;”’)fdg %llng/W(xm) lde}l/:

g/! Sw(x n)

< £ Ol |9 Oy + £ 0 o | O] g <

et1 o | e/etD Yle+1)

[l eyl
Q,

< e lw (Ol [l Olhs +1 9 O[]
©Si ha percid, per le (3.8), (3.12), S
G lm e —8(E),w e =o.

Dalle (3.9), (3.10), (3.13) segue
(3.14) fETOO (@"(#) 0 )y, = — N2
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ed anche
(15)  lim 5 @@, 0 @), = lim [[WOf +@0,» @)= —N

Se quindi fosse N > o si avrebbe
(3.16) lim (@' (%), (2)), = — oo,
t—>+00 o,

cid che & ovviamente assurdo; deve allora essere N = 0 ed i] teorema & dimo-
strato.

Dimostrazione del teorema 4.

Per provare questo teorema si procede per assurdo, ammettendo che esi-
stano due soluzioni #; (1) e #y (v) tali che risulti

(3.17) max lim [ ()<< 4+ o0 , max lim [u (YJ)"E< + oo.
n—> oo n—>—o

La dimostrazione & del tutto analoga a quella del teorema precedente,
pur di sostituire all'intervallo [, ++oo) l'intervallo (— oo 7}0] essa non verra
percid qui riportata.

Dimostrazione del teorema 5.

Introduciamo la successione di funzioni {#, ()} definite nel modo se-
guente. Per > -—=x , u, (v) sia la soluzione della (1.1) soddisfacente alle
condizioni iniziali #, (—#) = #, (—#) =o0; per 1 <—=n sia u, (n) = o.

E evidente che, posto

JS(m) per n=—n

(3.18) Fam =", per < —n,

la funzione #, () sard una soluzione in ] della (I;I) corrispondente al ter-
mine noto f, (). Si ha poi, per le (1.14), (1.17),
G-19)  sup Ju, (g =K1 , sup|w @11 =K , sup|u, ()], <Ki
nej te] 0 nejJ )
E quindi possibile estrarre dalla successione {, ()} una sottosucces-

sione (che diremo ancora {#, (1)}) tale che risulti, per ogni /41 € Lj (E) e per
ogni €],

(320 tim [ ¢+ — 2 ) () = 0
' A
(321 lim f ot — i ), @hdn=o.

Dimostriamo che la funzione u(v;) ¢ una solu21one E - hrmtata in J
della (1.1).
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Dalle (3.19), (3.20), (3.21) si deduce anzitutto
(3.22) sup [% () [y <Ki ,  sup | % (n)]y < K5
neJ neJ
ed ¢ quindi soddisfatta l'ipotesi (a1) del § 1.
Dalla (3.21) segue inoltre

(3.23) im* 2, (£) = % (?).
"> oo HI(Q,)

Poiché I'immersione di H! in L2 risulta completamente continua, po-
tremo ammettere senz’altro che risulti

(3.24) lim u, (¢) = # (¢,

n—>00 L(Q,)

ossia che #, - #' quasi ovunque.
Percid

(3-25) B (o () > B @)

Ricordiamo che le #, (n) soddisfano all’equazione

(3.26) f (e () s () (o, (), 22 (0))ggs + (B (2 (), () — (S (n) s ()} =0
j

per ogni % () € Lac (] ; Hp) a supporto compatto.
Dalle (3.18), (3,20), (3.21), (3.25) si deduce immediatamente

(327) lim f {CAORAC)TS AN S CICACHRAC) e A NIC) S TIES
; ;

= f L@ () A (a))ps e () o e (g B G (o), 2o (o)) — (f () s 2 ()} i

J

La funzione limite % () soddisfa percio alla (1.3) ed il teorema & provato.

Osserviamo infine che, per i teoremi 3 e 4, non possono esistere altre solu-
zioni E-limitate in ] della (1.1) e, detta # () una qualsiasi altra soluzione,
risulta

(3.28) nﬂn:w Jo () —u()lg=o.

Dimostrazione del teorema 6.

Osserviamo anzitutto che, posto g (1) = f (1) — B (#(n)), la funzione % ()
risulta, per il teorema 5, una soluzione E-limitata, con #'(%) L2-uniforme-
mente continua, dell’equazione

(3:29) i) —Ad () =g ().
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Inoltre, grazie alla (1.22), 'immersione di H! (Qo) in L*+! (Qo) ¢ comple-
tamente continua e risulta, per la (1.5) e la seconda delle (3.22)

(3-30) I8 G @) o < A L1#(@) ”Lf)Q-l-l)/Q +12%(#) fo+1] <

< ks [1 % @)z +H 7% ®)fuqy] < #5 (Ki + K3

e, di conseguenza, g (¢) & LY limitata in J.

Dimostriamo dapprima che la traiettoria di 7 (#) & L{ (E)-relativamente
compatta; seguiremo, per questo, un procedimento dato da Amerio [6] ©.

Sia {#,} una successione arbitraria; poiché la successione {#(z,)} ¢&, per la
prima delle (3.22), L{ (E)-limitata e poiché, come si ¢ detto sopra, I'im-
mersione di L{(E) in L™ e completamente continua, ¢ possibile estrarre
dalla successione {# (#,)} una sottosuccessione L2*'-convergente.

Di conseguenza, la traiettoria di # (¢) risulta L§*' (e percid anche
Ly (L®*Y)-relativamente compatta.

Grazie ad un lemma dimostrato da Amerio ([6], § 4, lemma II), la traiet-
toria di #'(¢) & allora Lg—relativamente compatta,

Per la dimostrazione che # (#) ha la traiettoria Lg (H{)-relativamente
compatta, rimandiamo al lavoro, gia citato, di Amerio ([6], § 5, III ¢)); il
procedimento ivi seguito pud essere applicato, senza alcuna modificazione, al
nostro caso, purché si tenga presente la seguente maggiorazione

(3.31) <

[om@etn—g@tm,a0+m—i6+mud

A

Sf@ Mg @+ —& G+ lLeel#@E+n)—i G+ e dn <
A

1/2

=2sup | [ Dle ¢t fierradal | [o@latrn—isnliends]

(9 (1) =o0).

Dimostriamo che la traiettoria di # () risulta E-relativamente compatta.
Indicata con {Z,} una successione reale, poniamo

(3-32) wip () = (0 + ;) — 1 (n + Z).

La funzione wj; () soddisfa ovviamente all’equazione
(333) f (205 () e Co)) -G o )y B G Cn40,0) — B Y Cn-02)) )
J
— O+ —Fftn+2), k), dn=0

per ogﬁi A () € L (] ; H(l)), a supporto compatto.

(1) Gli spazi X e Y introdotti da Amerio corrispondono rispettivamente a Hé ed
a L% W & lo spazio che abbiamo indicato con Lg(E).

1. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXIX, fasc. 3—4.
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Posto, nella (3.33), % () =wj (1) per n € [, 0] (—1=<7<0), k(n) =0
per 1 €[n,0] ed osservando che, per la (1.5), & (8 (& (n+1,)) — B (& (n+4y)),
“wjz (). = 0, si ottiene.

(3-34) L2 () I, = sz () |2, — 2

|

Supponiamo per assurdo che la traiettoria di # () non sia E-relativa-

mente compatta. Esistono allora una successione {/,} ed un numero ¢ > o
tali che sia

(3-35) () —alyly=lws©g=>0 G+ b.

fl! we ()
0 n

1 0+ L) =14 1) it =lao(O)f — K laia (— 1.

S

Grazie alla L{-relativa compattezza della traiettoria di #'(¢), & poi possi-
bile determinare 7, in modo tale che, per j, £ > n,, risulti

2
(3-36) “ Wiz (— 1) ”Lg < ’:T :
Introducendo le (3.35), (3.36) nella (3.34) ed integrando fra —1 e o, si ottiene,
per j, &k >n,,

2 o2
(3-37) ” Wiz (— 1) ”Lg(E) = -
cid che & assurdo, essendo la traiettoria di #(¢)L§ (E)-relativamente compatta.

Il teorema & cosi dimostrato.



