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Matematica. —- A  proposito di alcuni teoremi sugli autoomeo- 
morfismi del cerchio e della corona circolare. N o ta (#) del Corrisp. 
G i u s e p p e  S c o r z a  D r a g o n i .

In  questa Nota, red a tta  nell’am bito dell’attiv ità  dell’Istitu to  nazionale 
di a lta m atem atica, mi propongo di m ostrare come alcuni recenti teorem i re la
tivi agli autoomeomorfismi della corona circolare e del cerchio siano suscetti
bili di enunciati particolarm ente espressivi.

1. L ’am biente è il piano reale euclideo. In  esso si intendono fissate l’unità 
di m isura per i segmenti e quella per gli angoli.

2. E consideriam o dapprim a quegli autoomeomorfismi di una corona 
circolare, che sono privi di punti uniti e che applicano le due circonferenze 
estreme della corona ciascuna su se stessa.

Sia t  un tale autoomeomorfismo della corona circolare. A llora nella corona 
è sem pre presente almeno una curva semplice ed aperta c, che unisca le due 
circonferenze estreme della corona e che sia libera rispetto a t  (cioè che sia 
priva di punti comuni con la propria immagine, t (c), nella /), oppure almeno 
una curva sémplice e chiusa z> la quale aggiri il centro della corona e si possa 
spezzare in due archi u  e v siffatti, che essi siano entram bi liberi rispetto a t e  che 
il secondo abbia un diam etro m inore di un num ero reale e positivo e prefissato 
a piacere (questo non esclude affatto che z  possa essere libera essa stessa, nel 
qual caso anzi essa potrà esser scelta indipendentem ente dal valore di s) db

In  queste condizioni l’intersezione di z  e di tifi) è tu tta  contenuta nel
l’unione degli archi semplici ed aperti v e t  (v)> anzi nell’unione degii interni 
di quedti archi <2>; e si com prende subito che anche all’arco t (fi) si può im 
porre di avere un diam etro m inore di s, a patto, all’occorrenza, di ridurre 
ulteriorm ente il diam etro di v. Sicché:

In  ogni tal autoomeomorfismo t della corona circolare è sempre presente, 
nella coronaì almeno una curva semplice ed aperta c, che sia libera rispetto 
a t e che umsca le due circonferenze estreme della corona, oppure almeno una 
curva semplice e chiusa z siffatta , che essa aggiri il  centro della corona e che 
V intersezione d i z e t (fi) sia tutta contenuta ne ll unione degli interni d i due archi (*)

(*) Pervenuta all’Accademia il 18 ottobre 1965.
(1) G. SCORZA D ragoni, Sugli autoomeomorfismi di una corona circolare priv i d i punti 

uniti, « Rendicónti del Seminario Matematico dell’Università di Padova », 33, pp. 1-32 (1963), 
pp. 1-2.

(2) L’interno di un arco semplice ed aperto è fornito daH’insieme dei punti dell’arco 
diversi dagli estremi dell’arco.
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semplici ed aperti v e t(v), rispettivamente contenuti in z e t fi) e coi diametri 
minori d i un numero reale e positivo z prefissato a piacere.

Questo risultato  finisce con l’equivalere perfettam ente a quello da cui 
siamo partiti. Nel fatto, attesa l’arb itrarietà  di s e l’assenza di punti uniti, 
v e tifi) si possono intanto supporre privi di p ù n ti comuni. E  se u è l’altro 
sottoarco individuato su z dagli estremi di v, gli archi u e t (u) allora non 
possono avere punti comuni: allora infatti gli eventuali punti comuni ad u  ed 
a t (u) appartengono a v, in quanto com uni a z ed a t(u),  ed appartengono 
a t(v), in quanto comuni a u  ed a t fi), m entre v e t (v) non hanno punti 
comuni. E la conclusione orm ai è ovvia.

3. Il teorem a ricordato nel num ero precedente si può affinare, nel senso 
che allora è sem pre presente nella corona almeno una curva semplice ed aperta 
c, che unisca le due circonferenze estreme della corona e che sia libera rispetto 
a t, oppure almeno una curva semplice e chiusa z, la quale aggiri il centro della 
corona e si possa spezzare in due archi u e v siffatti, che uno di essi, u , sia 
privo di punti in comune con la propria im magine nella t e non incontri nem 
meno l’im magine, in t, o inV- 1 , di tu tta  la curva ^ e che l’altro, v, sia libero 
rispetto a t ed abbia un diam etro m inore di un num ero reale e positivo .e p re
fissato a piacere (naturalm ente anche adesso l’intersezione di z e t f i )  potrebbe 
essere add irittu ra vuota, nel qual caso ,? si potrebbe scegliere indipendentem ente 
da s) (3).

Se u non incontra t fi), l ’intersezione di z e t (fi) appartiene all’ interno 
di v\ se u  non incontra t~1(z), l’intersezione di z  e /-1  fi) appartiene all’interno 
di z/ e quindi quella di z  e t  fi) all’interno di t (v), il diam etro di t (v) potendosi 
supporre anch’esso m inore di s, a patto, eventualm ente, di dim inuire quello 
di v. Sicché:

In  ogni tal autoomeomorfismo t della corona circolare è sempre presente, 
nella corona, almeno una curva semplice ed aperta c, che sia libera rispetto a t 
e che unisca le due circonferenze estreme della corona, oppure almeno una 
curva semplice e chiusa z siffatta, che essa aggiri il  centro della corona e che 
V intersezione di z e t (fi) sia completamente contenuta ne ll interno d i un sot
toarco semplice ed aperto di z, oppure di t fi), dotato di un diametro minare di 
un numero reale e positivo z prefissato a piacere.

Anche questo teorem a perm ette di risalire a quello che ci ha consentito 
di dedurlo. A ttesa nel fatto  la m ancanza di punti uniti e l’arb itrarietà  di s, 
a quel tale sottoarco si può im porre di essere libero rispetto a /. Dopo di ciò, 
se esso appartiene a z, diciamolo v; se esso appartiene a t fi), diciamo v la 
sua im m agine nella /- 1 . E tan to  nel prim o quanto nel secondo caso diciam o u 
l’altro sottoarco individuato su z  dagli estremi di v. A llora, nel prim o caso 
l’intersezione di z e t fi)  è vuota o è form ata da punti di z/ diversi dagli estremi

(3) G. SCORZA D ragoni, I l  teorema di rotocontrazione per una classe di autoomeomorfismi 
della corona circolare, «Annali di matematica pura ed applicata», ser. 4 6 8 , pp. 267-340 
(1965), n. 27.
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di v, sicché in questo prim o caso l’ intersezione di u  e t  (z) è vuota (ed u è 
a fortiori libero rispetto, a /); nel secondo caso l’intersezione di z e t (z) è 
vuota o è form ata da punti di t (v) diversi dagli estremi d i ' t  (zi)9 sicché in 
questo secondo caso l’intersezione di z  e t (u) è vuota (epperò è vuota quella 
di u  e t~x (z) ed u è a fortiori libero nella t). D onde appunto la conclusione.

4. Gli archi v considerati nei num eri precedenti, in quanto contenuti in 
una corona circolare fìssa ed in quanto arbitrariam ente piccoli nel diam etro 
sono visti dal centro della corona sotto angoli arbitrariam ente piccoli. Nel 
caso di autoomeomorfìsmi del cerchio i quali (applichino il cerchio su se stesso 
ed) am m ettano un solo punto unito, il centro del cerchio, quelle due prim e 
circostanze non perm ettono più di dedurre quest’ultim a. Peraltro  le d im ostra
zioni date per i risu ltati relativi alla corona circolare nelle M emorie citate 
perm etterebbero di stabilire direttam ente sia le prim e sia l’u ltim a circostanza. 
E poiché quelle dim ostrazioni si possono trasportare  al caso di quegli autoom eo
morfìsmi del cerchio che (applicano il cerchio su se stesso e che) am m ettono 
come unico punto unito il centro del cerchio, in ogni tal autoomeomorfìsmo t 
del cerchiò è intanto sem pre presente almeno una curva semplice ed aperta  c, 
che unisca il centro del cerchio con la circonferenza estrem a del cerchio e che 
abbia in comune con / (^) soltanto il centro del cerchio, oppure almeno una 
curva semplice e chiusa z ì la quale aggiri il centro del cerchio e si possa spezzare 
in due archi u e v siffatti, che essi siano entram bi liberi rispetto a t  e che il 
secondo abbia un diam etro m inore di un num ero reale e positivo z prefissato 
a piacere e sia visto dal centro del cerchio sotto un angolo m inore di z nella 
m isura (solita osservazione nel caso che z  si possa add irittu ra  supporre essa 
stessa libera rispetto a t) Ù). In  queste condizioni l ’intersezione di z  e t (z) è 
tu tta  contenuta nell’unione degli interni di v e t (v). Sicché:

In  ogni tal autoomeomorfìsmo t del cerchio è sempre presente, nel cerchio, 
almeno una curva semplice ed aperta c, che unisca il centro al contorno e che 
abbia in  comune con la propria immagine soltanto il  centro^ oppure alméno una 
curva sefnplice e chiusa z siffatta, che essa aggiri il centro del cerchio e che Vin
tersezione di z e t(z) sia tutta contenuta ne ll unione degli interni d i due archi 
semplici ed aperti v e t (v), liberi rispettò a t e rispettivamente contenuti in z 
e t (z)} a ll arco v potendosi imporre altresì d i avere un diametro minore del 
numero reale e positivo z, prefissato a piacere, e d i essere visto dal centro sotto 
Un angolo minore di z nella m isura .

N aturalm ente anche questo teorem a perm ette di risalire a quello da cui 
siamo partiti. E non insisteremo sulla questione. P iuttosto avvertirem o subito 
che pure adesso le altre condizioni im poste a v si possono im porre anche a 
t(v),  m a si tra tta  di una circostanza che preciseremo ulteriorm ente nel pros
simo num ero. 4

(4) G. Scorza Dragoni, A proposito degli autoomeomorfismi del cerchio dotati di un 
punto unito solo, « Rendiconti del Seminario Matematico dell’Università di Padova », 33, 
pp. 332-406 (1963), pp. 332-333.
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5 . In  arm onia con le considerazioni esposte nella prim a parte  del n° 4, 
anche il teorem a ricordato all’inizio del n° 3 e stabilito nella M em oria citata 
in <3>, si può trasporta re  ai soliti autoomeomorfìsmi del cerchio, affinando 
quello ricordato nel num ero precedente e stabilito nella M em oria citata in <4>. 
Precisam ente, in ogni ta l autoomeomorfismo t  del cerchio è sem pre presente 
almeno una curva semplice ed aperta c) che unisca il centro al contorno e che 
abbia in comune con tic) soltanto il centro, oppure almeno una curva sem
plice e chiusa z, che aggiri il centro del cerchio e che si possa spezzare in due 
archi u  e v siffatti, che uno di essi, u , sia privo di punti in comune con la 
propria im m agine nella t e non incontri nem m eno l’im magine, in /, o in t_1, 
di tu tta  la curva z e che l’altro, v, sia libero rispetto a /, abbia un diam etro 
m inore del num ero reale e positivo s prefissato a piacere e sia visto dal centro 
sotto un angolo m inore di e nella m isura, queste circostanze presentandosi 
anche per 1 (zi) , 2 (v) , • • •, t ±n (v), il num ero naturale  n essendo anch’esso
prefissato a piacere (solita osservazione nel caso che z fosse add irittu ra  libera 
rispetto a t> nel quale caso stavolta z si potrebbe scegliere indipendentem ente 
sia da e sia da n) (5).

Se u  non incontra t (z)ì l ’intersezione di z e di t (z) appartiene all’interno 
di v\ se u non incontra t~x (z), l’intersezione di z e di t~x (z) appartiene all’in
terno di v e quindi quella di z e t (z) all’interno di t  (v), e t (v) ha un d ia
m etro m inore di s ed è visto dal centro sotto un angolo m inore di s nella m isura 
insieme con le sue im m agini nelle potenze t ± l , t ±2 , • • •, t 01 (w-1) di t . Sicché:

In  ogni tal autoomeomorfismo t del cerchio è sempre presente, nel cerchio, 
almeno una curva semplice e chiusa cì che unisca il centro al contorno e che abbia 
in comune con t (c) soltanto il  centro, oppure almeno una curva semplice ed 
aperta, z ì che aggiri il  centro del cerchio e siffatta che V intersezione d i z e t (z) 
sia completamente contenuta nell interno d i un sotto arco semplice ed aperto d i z, 
oppure d i t (z)f libero rispetto a t } dotato d i un diametro minore di un numero 
reale e positivo z prefissato a piacere e visto dal centro sotto un angolo minore di 
z nella misura , queste ultime circostanze presentandosi anche perle immagini 
del sottoarco nelle potenze t ^ 1, t ±2, • • •, t ^ n d i t , col numero naturale n 
prefissato ancKesso a piacere.

Anche questo teorem a perm ette, volendo, di risalire a quello da cui lo 
abbiam o dedotto. Pertanto , nel caso che t  am m etta per di più ,una potenza 
identica, anche questo teorem a consente di ritrovare una  circostanza già nota: 
precisam ente, di ritrovare che allora è sem pre presente la curva c, che unisce 
il centro del cerchio al contorno e che ha in comune con la propria im m agine 
soltanto il centro <6h

(5) G. Scorza D ragoni, Sugli autoomeomorfìsmi del cerchio dotati d i un punto unito 
unicò e interno al cerchio, in corso di stampa nelle « Abhandlungen aus dem Mathematischen 
Seminar der Universitàt Hamburg».

(6) Per maggiori chiarimenti e per indicazioni bibliografiche si vegga l’ultimo paragrafo 
della Memoria citata in (5).


