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Analisi numerica. — Un algoritmo iterativo per i l  calcolo della 
funzione seno. N o ta  (#) del Socio F ran cesco  Giacomo Tricomi.

N ell’Istitu to  di Calcoli Num erici dell’U niversità di Torino abbiam o in tra 
preso, io e i miei collaboratori, u n ’estesa indagine sugli algoritm i iterativi 
pluridim ensionali, nella speranza che da es&i possano scaturire dei m etodi 
di calcolo delle varie funzioni particolarm ente appropriati a ll’impiego dei 
m oderni calcolatori elettronici. T ale indagine non è facile perché, nel caso che 
m aggiorm ente interessa: quello in cui la corrispondente trasform azione geo
m etrica ha infiniti punti uniti, m ancano dei metodi generali per determ inare 
il lim ite (ammesso che esista) dell’algoritm o stesso.

Ben spesso tale lim ite appare connesso con certi prodotti infiniti (1). 
In  ispecie, nel caso di un algoritm o bidimensionale del tipo (2)

(1) x n+1 =  x nf ( z n) , y n+1 =  x n+1 g  0„) , (z„ =y„lx„  ; n  =  o , 1 , 2 , • • •),

si vede subito che il lim ite X di x n per n ^ o o  è dato (se esiste) dal prodotto 
infinito

PO
(2) X  =  x 0 I X /  (*„) essendo z„+i =  g  0„) ■

n—0

Ponendosi da qùesto punto  di vista si presenta spontanea l ’idea di cercar 
di costruire un algoritm o convergente del tipo (i)  cui corrisponda il più celebre 
e il più semplice dei prodotti infiniti: il prodotto infinito euleriano per la fun 
zione seno\

(3)

valido, corn’è ben noto, qualunque sia £.
Dopo brevi sondaggi (3) si è così indotti a considerare l’algoritm o iterativo

sin (7t£) _-H(-S)

(4)
X n-\r 1 (2 r n y f

V n + l  =  X M+1
Xn —*Xn +  Sjy»
x„ — y„ +  5%

(*) Pervenuta all’Accademia il 14 settembre 1965.
(1) Vedasi per esempio la mia Nota: Sull’algoritmo iterativo del Borchardt e su una sua 

generalizzazione. In corso di stampa nei « Rendicónti del Circolo Matematico di Palermo ».
(2) Ogni algoritmo iterativo in cui e y n^  sono funzioni omogenee di grado uno

di xH e y n , rientra evidentemente in questo tipo.
(3) Consistenti, in sostanza, nel fare a ritroso i calcoli che seguono.
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che rien tra  nel tipo (1) supponendo che sia

/ ( * ) = * ( * - , )  , g<2 ) - ~  V | (V i y  ,

dove \  è un param etro  che potrebbe essere qualsiasi, m a che qui vogliamo 
supporre sia un num ero reale compreso fra o ed 1 ; ciò che, considerate le p ro
prietà della funzione sin (n%)y non costituisce alcuna sostanziale restrizione. 

D all’equazione ricorrente per zn che nel caso attuale è

_  I — ( i — 1)ZH
l + Z — Sn ’

si deduce subito l’uguaglianza

1— z.n -\-1 I Zn +  1

donde segue senz’altro che

1—zn 1 — zf +  n .

Ciò induce a supporre che i dati iniziali x 0 , y 0 siano fissati in modo tale 
che risulti

(5) *0 =  ^ = 1 - ^ ,
X q

ciò che porta  con sé che sarà

=  n +  1 ,

cioè

(6) =  1 n 4- 1 ’

con la conseguenza in tanto  che, qualunque sia $, il lim ite di zn per n  00 
risulterà uguale a i .

Ciò posto osserviamo che dalla prim a delle (4), cioè da ll’equazione

segue che

(7)

*n+1
(2  %n) ¥

(« +  I)2 ’

Xp
Xq nk=i

=  1 1 1 S2

epperò -  stan te la convergenza del prodotto  infinito (3) -  esiste il lim ite di 
x n per n -> 00 e questo lim ite (che coincide con quello di y n perché già sap
piam o che àm tende a uno), che ora vogliamo indicare con X, sara dato dalla 
form ula

X =  xo
00

Xo
sin (7t£)
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In  conclusione, assum endo per sem plicità xq =  ì, cioè ponendo, tenuto 
conto della (5),

(8) xo = 1 , yo = i — £ ,

si po trà  asserire che il lim ite X dell’algoritm o (4) sarà sin (7u5)/7u£ , cioè che si 
avrà

(9) sin (tcH,) — 7T'E,X •

Q uesta è la ben semplice form ula per il calcolo della funzione seno con 
l’algoritm o iterativo che form a oggetto di questa Nota.

Giova notare che dalle precedenti formule e dal fatto che da esse può 
trarsi che

y n +  l S2
(n -j- i )2

1— £/(«• + 2) 
1 --5/(^ -F; l) =  I + 5(1- 5)

(« +  !)(« +  2)

si deduce che per o <  £ <  1 è sempre

(io ) Xòz ^  JWf1 <Q-^+i ?

quindi le y n approssim ano, créscendo, il loro limite X dalla sinistra, m entre le 
x n lo approssim ano, decrescendo, dalla destra.

Q uanto sopra fornisce un concreto esempio, d ’indubbio interesse, della 
connessione fra algoritm i iterativ i e prodotti infiniti di cui si è detto in p rin 
cipio. T u ttav ia  l ’algoritm o qui considerato, come m ostra l ’espressione (6) di 
zn , converge troppo lentam ente al suo limite X per avere, nella form a di cui 
sopra, u n ’effettiva im portanza pratica.

È  però possibile, come in altri casi del genere, m igliorare notevolm ente 
l’approssim azione, sostituendo alla considerazione della coppia (xn , y n) quella 
di u n ’opportuna m edia di questi due num eri.

A  tal fine cominciamo da una valutazione asintotica -  anche in sè stessa 
non p riva d ’interesse -  del « resto » pn del prodotto euleriano (3), ponendo

( ” )

il che im plica

sin ( tt$ )

? « n

9n, ~

h2

fi -  52 1 fi 52 1(n -f- 2)2

I  i r  +  V: 2■  ■
h =  n -\-1 L h =  n Jr l

- 2
k = h + 1

1

La prim a som m a si valu ta  asintoticam ente (per n -> 00) in modo facile 
servendosi della formula sommatoria di Euler applicata alla funzione x~2;
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precisam ente si trova così che è

2  4 » =  —T -  +  o  (« -2) .h^ + 1 » + 1  v J

Con mezzi analoghi si vede che il coefficiente di e, a  più forte ragione, 
i successivi sono O (n~ 2); dunque si può asserire che è

(I2) P .=  1 — ^ t  +  O ^ - 2).

Ciò posto osserviamo che dalla (7), ferm a restando l ’ipotesi xq =  1, 
si ha ora

03) i;2X X n Pn X n n  i , X n “h O 2) •

Sim ilm ente può porsi

X = - ^ P« y n
52

^ 4- F +  0 ( « - 2) r +  -^ T T  +  0 (« - a )

= % -+  % +  o ( « ~ a) .

equazione che, essendo

■*(l , g) =  -  (I l) Xn zn =  - io  l) xn +  O (» -a),n ~ 1 y n n 4- 1 n n n 4-1 n K Jì

può anche scriversi

04) . . x - j y + f i , 1̂  *, +  0 ( ^ 2)-

D alla (13) e dalla (14) si deduce im m ediatam ente che esiste una com bi
nazione lineare di x n e y n che approssim a X meglio dei due num eri di partenza, e 
precisam ente a meno di term ini dell’ordine di n~ 2 invece che dell’ordine di r r 1. 
Precisahnente basta m oltiplicare la prim a equazione per 1 —  £ e la seconda 
per \  e som m are per vedere sparire i due term ini col denom inatore n  -f- 1, 
ottenendo così la form ula

(iS) * =  C1 —  5) x n +  Z y H +  o  (n- 2) •

In  altre parole, converrà assum ere come n—esìma approssim azione di X 
non già x n o y nì bensì la loro m edia pesata:

(1 6 ) ' K  =  ( * — %)** +  &*

e calcolare ijl corrispondente valore approssim ato di sin (7r£) m oltiplicando 
questo l n per 7t£. Si o tterrà  così u n ’approssim azione equivalente a quella 
che si otterrebbe servendosi del prodotto euleriano (3) con n fattori e col « resto>> 
pn valu tato  m ediante la form ula asintotica (12).
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Nella tabellina seguente sono condensati i risu ltati di un calcolo di prova 
di sin (71/6 ) (che è un mezzo) con Valgoritm o (4). Come si vede alla sesta itera
zione l ’errore si riduce a circa un decimillesimo.

n xn yn X*

1 0,97222 0,89120 0,95872 0,50198

2 0,96547 0,91183 0,95653 O, 5OO84

3 0,96249 0,92239 0,95581 O,5OO46

4 0,96082 0,92879 0,95548 0,50029

5 0,95975 0,93309 0,95531 0 ,50020

6 0,95901 0,93618 0,95521 0,50014

Notiam o infine che se i dati iniziali, invece di soddisfare la (.5), sono tali 
che risulti

l
1 ~—Zq

a ,

cioè se e

(17)

con un a generico; il p ro d o tto . euleriano (3) viene sostituito d a ll’altro

F ( S , « )  =
OO

I (n +  oc):

che non è difficile esprim ere m ediante la funzione gamma.  Precisam ente, ap- 
poggiandosi sulla definizione euleriana di quella funzione, si vede facilmente 
che è

(18) F ( 5  , a) = [ I » P
r ( * + - 5) r ( a — 0

L ’algoritm o qui studiato può quindi servire anche per il calcolo num erico 
di questa funzione.


