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Meccanica. — Moto di una particella di prova elettrizzata e non 
gravitante nella teoria gravitazionale einsteiniana. Nota di E milio  
C l a u s e r , presentata (*} dal Socio B. F in z i .

Dalle equazioni di puro campo della teoria gravitazionale einsteiniana 
Infeld e Schild hanno dedotto la legge della geodetica per una particella di 
prova puram ente grav itan te , definita m ediante un processo limite e rapp re
sentata da un polo di prim o ordine [ i ].

Chase ha esteso questo procedim ento ad una particella di prova elettri
cam ente carica, oltre che gravitante; dalle equazioni gravitazionali einstei
niane con tensore energetico identico al consueto tensore di energia elettro- 
m agnetica m axwelliana, egli ha infatti dedotto che il moto di questa particella 
è individuato da una linea oraria tem porale soluzione della equazione tenso
riale di Lorentz nello spazio-tem po riem anniano incurvato soltanto dalle 
masse e dal campo elettrom agnetico indipendenti dalla particella stessa [3].

L ’intera trattazione di Chase sussiste anche quando più particolarm ente 
la particella di prova è soltanto gravitante; l’equazione tensoriale di Lorentz, 
sua conclusione, si riduce allora alla legge della geodetica, e ciò sia quando 
lo spazio-tem po riem anniano è incurvato da masse e da un campo elettro- 
m agnetico, sia quando, ancora più semplicemente, esso è incurvato soltanto 
da masse con che essa ridà il risultato di Infeld e Schild. D alla trattazione di 
Chase resta invece necessariam ente escluso il caso della particella di prova 
elettricam ente carica e non gravitante.

In questa N ota risolvo appunto questo caso, che non mi risulta discusso 
altrove, com pletando così il quadro che contiene i risultati di Infeld e Schild, 
e di Chase. jA ta l fine, come nei lavori dianzi citati, considero dapprim a una 
particella non di prova, la quale sia però elettricam ente carica e non g rav i
tante, contraddistinguendola con uno scalare reale q , positivo o negativo, 
sua carica intrinseca, e rappresentandola con un polo di prim o ordine imposto 
al tensore fondam entale di uno spazio-tem po riem anniano il quale descriva 
una linea oraria tem porale L (?) di R ^ ,  incurvato non soltanto da m asse e 
da un campo elettrom agnetico indipendenti dalla particella, m a anche dalle 
azioni elettrom agnetiche esercitate dalla particella stessa. Faccio poi tendere 
q a zero; nell’ipotesi che R ^ } tenda al « campo base » R(0) , soluzione delle 
equazioni di campo in assenza della particella e perciò da essa indipendente, 
L^) tende ad una linea oraria tem porale L  di R(0) , che suppongo regolare; 
identifico allora una particella di prova di m assa intrinseca nulla ed elettrica
m ente carica ad un corpuscolo di linea oraria L. Per determ inare L  procedo 
analogam ente agli A utori citati, ritenendo innanzitutto il.tensore fondam en-

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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tale di R (y) sviluppabile in una serie di potenze intere di qì convergente per 
valori di q prossimi allo zero in un conveniente intorno di un opportuno tubo 
di flusso che abbraccia L w , ed esterno ad esso; le equazioni di campo si spez
zano allora in due gruppi: quello costituito dalle equazioni tensoriali del campo 
base, e quello form ato dalle equazioni (non tensoriali) che raggruppano i 
term ini dipendenti dal param etro q . L ’equazione della linea oraria L  della 
particella di prova considerata consegue allora dal sistema di equazioni o tte
nuto da questo secondo gruppo, dividendone ambo i m em bri per q e facendo 
successivamente tendere a zero q stesso. Precisam ente, per l’integrabilità di 
questo sistem a in un conveniente intorno di L  risulta necessario che la linea 
oraria L  nel campo base di una particella di prova elettricam ente carica e 
non gravitante , identificata ad un polo di prim o ordine, soddisfi ad una equa
zione di s tru ttu ra  identica alla equazione tensoriale di Lorentz, dove però, 
in luogo del limite del rapporto fra carica elettrica e massa, compare una 
costante di ragguaglio che è la m edesim a per tu tte  queste particelle di prova 
e di m isura disponibile ( purché non nulla.

I. L e equazioni d i campo in presenza d i una particella d i prova 
ELETTRIZZATA E NON GRAVITANTE. — Le equazioni di campo della teoria g ra 
vitazionale einsteiniana sono le seguenti:

diconsi rispettivam ente generica componente del tensore gravitazionale e del 
tensore di R iem ann contratto  costruito con i simboli di Christoffel di seconda 
specie

( 0

(2)

A af> +  X E a[? =  o ;

gap/v == ga$,v goo go fi r av =  O ;

in esse

(3)

( 4)

( 5) V, jì — 2 g  {_gao,fi “h go fi,a ga ft,o)

soluzione delle (2), ed

(6) R =  Ra|l g afi

è l’invarian te  lineare del tensore contratto di Riem ann:

(7) ^ =  8 reh

è una costante universale di ragguaglio, essendo h la costante di Cavendish 
e c la velocità della luce nel vuoto rispetto ad un osservatore inerziale che si 
avvale di orologi norm ali. E ap è infine il tensore energetico; esso nel caso in
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esame si riduce al tensore di energia elettrom agnetica m axwelliana, definito 
nella m etrologia gaussiana da

(8) E af3 — Faa F?p +  — F qo F qo — F ao Fq5 g Qa +  ~  g a} g lQ g na FQG F ^ ,

essendo Fa3 la generica com ponente del tensore (emisimmetrico) elettrom a
gnetico, soluzione esternam ente alle cariche del sistema delle equazioni tenso
riali di M axwell nel vuoto

( I )  F a .fa O , FaS/y Fj3Y/a F y ajfì =  F a3?Y fi- F p Yia -f~ F Y(X,|3 =  O

Ciò posto, consideriamo uno spazio-tem po riem anniano R (q) individuato 
da un tensore fondam entale le cui componenti

(9) gafi  =  gafi  , X 1 , , X 3 , q)

dipendano oltre che dalle coordinate spazio-tem porali x° , x 1 , , x 3, anche
da un param etro reale qy carica elettrica di una particella non gravitante, e 
presentino un polo di ordine per ora im precisató in ogni puntò di una linea 
oraria L (0 di R w , m a di ordine invariabile, da punto .a punto di F {q). Suppo
niamo verificate le seguenti condizioni:

a) la generica componente g a$ del tensore fondam entale del campo base 
si ottiene annullando q nella (9), ed è una funzione analitica in ogni punto di 
una linea oraria L limite della linea per q tendente a zero, ed in un 
conveniente intorno di L;

b) per un punto P esterno ad L  passa un arco di geodetica a carattere 
spaziale, che interseca ortogonalm ente L. Diremo allora L co linea oraria di 
una particella elettrizzata, ed L  linea oraria della corrispondente particella di 
prova;

c) è lim (:x° , x 1 , ^ 2 , x 3 , q) =  gafi — g afi (x° , x 1 , ^2 , x 3 , o);

4 ) esternam ente ad un conveniente tubo di flusso che abbraccia L w 
ed in un suo intorno opportuno, le (9) si possono sviluppare nelle serie

(10) gali =ga(5 +  qgaj3 +  q2gafi +  ’ ’ * ,

uniform em ente convergenti in corrispondenza ad  ogni valore reale di q ap p a r
tenente ad un conveniente in torno del valore q =  o; grazie a ll’ipotesi am 
messa per la (9), i coefficienti delle successive potenze di q hanno un polo

(1) Cfr. ad esempio, cap. XI e cap. XII del loco citato in [3]. Qui e nel seguito, la virgola 
indica derivazióne parziale ordinaria rispetto a coordinate spazio-temporali xO , x1, x2 , x 3 
di ugual indice; la sbarra derivazione tensoriale. Come per le formule tensoriali, anche per 
quelle non tensoriali verrà omesso il simbolo di sommatoria relativo ad indici uguali e co
munque collocati; infine gli indici greci qui e nel seguito assumono i valori 0 , 1 , 2 , 3 ,  gli 
indici latini i soli valori 1 , 2 , 3 .
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del medesimo ordine in ogni punto di L (!7). Grazie alla (io) è poi verificata 
l ’ipotesi e), essenziale in questo procedim ento (2);

è) in ogni punto di L (̂  il tensore elettrom agnetico della particella 
ha un polo che rappresenti una carica elettrica puntiform e di linea oraria L ((?) 
in R(?).

Come è possibile, attribuiam o infine dimensione di lunghezza a ciascuna 
coordinata spazio-tem porale x a, assum endo in particolare come coordinata 
tem porale ;r° il tem po ròm eriano et; le componenti del tensore fondam entale 
dello spazio-tem po e del campo base R(o) sono allora puri numeri.

2. L e equazion i c a r a t t e r i s t i c h e  d e l l a  p a r t i c e l l a  d i prova. -  
Grazie alla (io) e per le (4), (5) e (6), la generica componente (3) del tensore 
gravitazionale si può esprim ere form alm ente m ediante una serie di potenze 
del param etro reale q , ad esponenti interi e positivi. La linearità delle equa
zioni di M axwell (1) perm ette di rappresentare così la generica com ponente 
FkG del tensore elettrom agnetico soluzione delle (1) in R (̂

(11) F  xa =  eFka +  pFic =  eFXa +  q *F Xa,

essendo eFxa la generica componente del tensore elettrom agnetico indipen
dente dalla particella (non di prova), ed l’analoga com ponente del campo 
elettrom agnetico generato dalla particella considerata, che riterrem o propor
zionale a q , con che F  xa dipende dalla particella, m a non da q. A nalogam ente 
alla com ponente (3) del tensore gravitazionale, per la (io) e per la ( n )  anche 
la generica com ponente (8) del tensore di energia elettrom agnetica m axwel- 
liana si può esprim ere form alm ente m ediante una serie di potenze di q. R i
terrem o poi che questi due sviluppi in serie abbiano un campo di uniform e 
convergenza comune con quello dianzi supposto per lo sviluppo (io). Ivi il 
primo m em bro della (1) si può allora esprimere m ediante una serie di potenze 
di q ad esponenti interi e positivi, con il prim o term ine indipendente da q; 
la (1) si spezza così nella equazione tensoriale (1), riferita al campo base, ed 
in un sistem a di equazioni non tensoriali.

D a quest’ultim o, dividendo per q ambo i m em bri e facendo successiva
m ente tendere a zero q , consegue:

1 1
(12) A a)3 =  — X Ea|? , con

1 1 J 0 1 0 1
C13) A a(i =  R ap —  — gaf, R ju r^ 0 +  Bap , essendo

1 J 0 1 0 0 1
( 14 ) (glegafì +  gle ga|3 ) •

(2) Come nelle (io), anche in qualunque espressione del seguito ogni fattore delle suc
cessive potenze di q sarà contraddistinto da un indice ad esso sovrapposto; una quantità che 
non dipende da q, la quale riguarda quindi esclusivamente il campo base, sarà invece contrad
distinta da un indice zero ad essa sovrapposto.
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Introducendo nella (2) lo sviluppo (io) arrestato ai term ini di primo 
grado in q , risu lta

1  ̂ j 0 1 1 1
C1?) F a|3 ^  ~ (go.o,fi T" gap,a gufi,a) •

Tenendo conto nella (4), delle (5) riferite al campo base, e delle (15), si può

calcolare R aj3 , e successivamente esplicitare il primo m em bro delle (12), 
definito dalla (13). D alla (8), per la (io) e per la (11), si trae infine:

C1̂ ) F ap =  *Fa0 g^a +  gv* (eFaG *FfXj3 -|“ *Fao ^F^p) -f-
J 0 1 0  1 0 0  Q Q 1

+  — *Fq0 eFxn (gali g lQ g^a +  gap g lQ g ^  +  gap g^Q g^G) +
0 0 0

+  “  gap g lQ g n6 (eFQG *Fxtj +  *Fq0 *F^), essendo

1 1 q 0

g * G =  g j Q  g yìl g Qa-

3. Scelta del riferimento  spazio- temporale per il campo base. -  
Come è possibile grazie alla ipotesi b) del § 1 ,  e grazie alla supposta rego
larità della linea oraria L  della particella di prova, riferiam o il campo base a 
coordinate geodetiche (o di Ferm i) relative ad L, con che in ogni punto di L  è

0 0

C11) g a p  == rjap ; g a p ,y  =  O , COn 7]00 =  I , 7)0 ,* =  O , 7]ié =    S a  [4 ] .

Grazie alle (II) in un generico punto  del campo base è allora
0 0 0 0

(III)  g ap =  Vjaj3 -|~ &ap con (&ap)L =  O , (<2cxP,y)l — O.

Indicando la generica delle precedenti coordinate geodetiche ancora con x a, 
siano

0  7) Xs =  ^  (^°) (s =  I , 2;, 3)

le equazioni param etriche di L. Particolarizziam o ulteriorm ente il riferi- 
m ento geodetico introdotto con la condizione che in un punto Q di L  prefis
sato ad arbitrio, sia

(,8) <*"> " (S)Q “ 0 •
essendo xa la generica delle coordinate spazio-tem porali di O n ef riferim ento 
geodetico così precisato.

4. Caratterizzazione analitica della particella d i prova elet
trizzata E NON GRAVITANTE. — Introducendo le combinazioni lineaci

YaP ~£up  T  ^  ’

indicando con A l ’operatore di Laplace in coordinate cartesiane ortogonali 
dell’ordinario spazio euclideo tridim ensionale, le (12), grazie alle (III), e
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per le (13),. (4), (5) e (15), assumono la forma seguente:

1 1  1
y ms,ms 2 ^QO =  2  xE( ) 0

1 1 1  1 1
T o s , s i ----Yù,sO  +  y00, / 0 — : 2 A 0; =  2  X^O*'

1 1 1 1 1 1 
yÌs,ks ' Yks,ìs +  Yms,ms H~ Y0z,0k ~t~ Y0k,0i 2 Szé Y0s,0s ~f~
1 1 1 1 
y*‘L00 Too,00  ̂ =  2 x ]

1
in questo sistema, 2 Aap indica l’insieme dei term ini della (13) che dipendono

anche dalle quantità  aa$ definite dalla (III), e quindi in particolare include
1

anche tu tti i term ini della (14); E ap è infine precisato dalla (16). Per il seguito 
è opportuno sostituire nel sistem a (IV) le sue attuali variabili indipendenti, 
che sono le coordinate geodetiche ;ra dianzi indicate, con le variabili

(V) x °, z s — x s — \ s (x°);

ciò è possibile poiché le due quaterne (V)-ed si corrispondono biunivoca- 
m ente. Posto allora

( 2 0 )  2 -
1

diremo ordine p  di una funzione /  ( z \  ^2, z3, x°) il massimo num ero reale p  
in corrispondenza al quale esista e sia finito il lim f r ~ p ; introdotto un sistema

r-> 0
di coordinate geografiche O , r , & , <p dell’ordinario spazio euclideo trid im en
sionale, particolari funzioni di ordine p  sono quelle rappresentabili in un 
conveniente intorno di 0 , 0  eventualm ente escluso, con le funzioni

(21) /  =
P

ove ^  è una funzione disponibile. Diremo le (21) funzioni di ordine proprio p , 
e le denoterem o anche in seguito con un indice sottostante il simbolo di fun
zione [5]. In particolare, grazie all’ipotesi a) del § 1, ed alla seconda ed alla 
terza delle (III), in un conveniente intorno di L  è

0 0
tf«|3 =  aa^ik(x°) z* zk H----- ;

0
per le (20) è quindi una funzione di ordine 2.

Dal § I e per la (19) segue che alla linea oraria L  di una particella 
di prova elettrizzata e non gravitante, è im posta la duplice condizione di 
perm ettere al sistema (IV), nell’ ipotesi a) dello stesso paragrafo, di avere una

1
soluzione in un conveniente intorno di L  costituita da funzioni yap delle quali 
almeno una abbia un polo di ordine prefissato in ogni punto di L. Im poniam o

A T oo —

(IV)
Ayo*

1
Ayf* ■
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a questo polo di essere del prim o ordine. In un opportuno intorno di L , y ap
1

si può allora rappresentare come somma di una funzione yap (ossia di ordine
i - i

proprio —  i) con una funzione H aJ3 ivi derivabile parzialm ente rispetto ad 
ogni sua variabile indipendente sino alle derivate parziali seconde incluse, 
per essere il sistem a (IV) di secondo ordine rispetto a tu tte  le variabili indi-

1pendenti * a, e quindi pure rispetto alle variabili (V). In I , H ap si può pertanto
sviluppare rispetto alle tre  variabili zs m ediante la form ula di M ac-L aurin

1
arrestata  alle derivate parziali seconde; ivi H a3 è dunque una funzione di ordine 
non inferiore a zero, e si può quindi rappresentare in I come somma di una

1 . . i
funzione ya(3 di ordine proprio zero, con una funzione ha$ di ordine uguale o

maggiore di uno. In definitiva, L  è dunque sottoposta alla duplice condizione 
di perm ettere al sistem a (IV), neiripò tesi a), una soluzione rappresentabile 
in un opportuno intorno I di L con le funzioni

ì  1 ì  ì
(22) TaJ5 =  Yap +  Tap +  k *p (a , P “ 0 , 1 , 2 ,  3).

5. Co n t r ib u t o  d e l l a  pa r t ic e l l a  d i  prova  a l  t e n so r e  e n e r g e t ic o . -  
Determ iniam o ora i due addendi di ordine proprio più basso della gene
rica componente del campo elettrom agnetico maxwelliano generato da
una particella non di prova, elettricam ente carica e non gravitante. Esplici-
tiam o a tal fine la p rim a delle equazioni di M axwell (I) sostituendo in essa

0
lo sviluppo (io), e con g ap espresso dalla prim a delle (III). D etto h bordine 
di pFXo e ricordando che per la (i i) ^F \0 è supposto proporzionale a q , la 
prim a delle equazioni di M axwell (I) si esprime allora così

(23) r lVG p F a a ,v  H-------== O ,

i puntin i indicando addendi di ordine superiore ad h ed addendi dipendenti 
da potenze di q di grado superiore al primo. Le equazioni dei due ordini più 
bassi (h -— I) ed h ì tra tte  dalla (23), risultano cosi le seguenti

(24) v)v% F a0,v =  o (/ =  h , h +  0 ,

e coincidono quindi con le equazioni che in un riferimento inerziale D dello 
spazio-tem po pseudoeuclideo impongono al tensore elettromagnetico di essere 
solenoidale. Ora l ’integrale generale della seconda delle (I) è espresso da

/ F aj3 =  <p«,//3 9P/a =  9 a ,f3 9P»a >

con cpa vettore arbitrario dello spazio-tem po pseudoeuclideo. Consideriamo 
allora il campo elettrom agnetico m axwelliano creato da una carica puntiform e 
q-, genericam ente mobile rispetto ad O. Sostituiamo successivam ente nella (24)
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lo sviluppo in serie d i  x°  del relativo potenziale spazio-tem porale di compo
nente generica <pa , riferendolo ad O, ritardato, anticipato e della loro semi
somma. Riferiamoci d ’ora in poi all’istante x°. Si constata allora facilmente che 
ad pFaa contribuisce soltanto il primo term ine di <p0, il quale è comune a

tu tti gli sviluppi in serie precedenti e vale qr~x [6]. Nella (24) è allora 
h — —-2; per /  =  h =  —  2 la soluzione della (24) è espressa da

(VII) p¥ik =  o , pFok— q̂ ,k •
-2  -2  .

Per le (V II), dalla (16) segue

(2 5)
1
E ap =  0 per q >  3,
—q

1 1 — 1 —•(26) 1 w «C
S II 1— r~s eFsa , E,^ =  ,F!0 +

-2

il soprassegno indicando che la quantità da esso affetta è valu tata  nella posi
zione occupata dalla particella di prova.

6. D eduzione della legge d i moto della particella d i prova 
elettrizzata E NON GRAVITANTE. -  Grazie alle (22), (25) e (26), in un 
conveniente intorno spaziale I* di Q il sistema (V) si spezza in un sistema

1
differenziale di funzioni incognite h â  ed in due ulteriori sistemi S3 ed S2 
di rispettivi ordini propri — 3 e — 2, intendendo per ordine di una 
equazione l’ordine proprio comune ai term ini che vi intervengono tenendo 
conto delle eventuali derivazioni alle quali i term ini stessi sono sottoposti, 
e per ordine di un sistem a il m inore degli ordini delle equazioni che lo 
costituiscono, oppure quello comune a tu tte  le equazioni del sistem a stesso. 
Supposti integrabili in un conveniente intorno I* di Q i due sistemi S3 e S2, ed 

1
indicando con *Y<xj3 — +  3 , +  2) la generica funzione di un sistem a solu- 

—q
zione in I* di S3 e di S2, rlel medesimo intorno di Q costituiscono pure soluzioni
di S3 e di S2 i seguenti sistemi di funzioni nei quali z2, z%, x° ) indica una

q+ 1
funzione prefissata ad  arbitrio fra quelle di ordine (— ^ + 1 )  e parzialm ente 
derivabile due volte rispetto a tu tte  le variabili indipendenti zs ed x°: 1

1 . 1 1
*Tqo &o,p%> d~ bp,p \ Tom — *Yow d~ tom > con 
—q —q+ 1 —q+l —q —q —q+ 1

def. , ̂  def.
G) m = : bm,p  ^ C Cm Q =  CQm ]

— q+ 1 -q-\-1 — q + l —q +1 —q+1

1 .
"Ymn d~ bm,n d- bn>in * r̂nn (J?Q,p ^ d~ &p,p) (fft , 1 , 2 , 3)>

—q —q+l "-q+l —q+l —q+l

(V ili)

1
Too

ì
T mn '

-q
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risulta infatti che S3 ed S2 non impongono alcuna condizione alle ba . Ad
— q-\-1

agevolare la determ inazione delle condizioni di integrabilità in I* di S3 e
1

di S2, im poniam o allora alle rispettive funzioni incognite yap (^ = - |-1 , o) di
-q

soddisfare alle quattro  condizioni non tensoriali

(27) t r  r ^ , v =  o ,

le derivazioni essendo riferite alle coordinate geodetiche x a. Ciò è possìbile: 
le (27) espresse m ediante le variabili indipendenti (V) impongono infatti alle 
soluzioni di S3 e di S2 le condizioni

1 1 . i
(28) Y a s , s  ~f“ YaO, s  S  ::::::: Y a O  O , I , 2 , 3) > (jd I > O),

-q ~q -q- 1

il puntino indicando derivazione parziale rispetto ad x°  ; alle (28) si può soddi
sfare assumendo le soluzioni in I* di S3 e di S2 della forma (V ili) ,  con le ba

~q-5r 1
disponibili, con che le (28) si trasform ano in un sistema di equazioni diffe
renziali nelle ba , che risulta incondizionatam ente integrabile in un conveniente 

~q+1
intorno I* di Q. Pertanto  le equazioni (28) non soltanto sono compatibili con i 
due sistemi S3 ed S2, m a altresì in un conveniente intorno di Q le condizioni 
di integrabilità dei sistemi S3,82 e (28) si riducono a quelle dei due sistemi S3 
ed S2.

Equivalènti ai sistemi S3 , S2 e (28), sono, come è facile constatare, i due 
seguenti:

1 1 . 1 1
(29) A ya|5 —  & =  °> (3°) Y +  T*o,s I s =  o

- 1 - 1  1 -1

( 1 1 • • 1 .. , i  . 1
V (3 0  ^  Yafi Y ~ “‘ Ya(3,. ^  2 Y 2 ^ E ap
) 0 0 • 1 - 1  —2

) 1 1 . 1
f (32) Y»V +  YaO,. V- =  Y«0 (« > P =  O , I ,2  , 3),
V 0 0 - 1

con E oP precisato dalla (26) e con tu tte  le %s nulle.
- 2
Stabiliam o condizioni di integrabilità dei sistemi (IX ) e (X) relative ad 

un conveniente intorno I* del punto Q di L, di coordinate x a nel riferim ento 
geodetico precisato alla fine del § 3. Integrando la (29) risulta all’istante v°

1
(33) Y«u =  D afsr~l (« ', P == o , 1 , 2 , 3),

. -1

con D aj5 costante arb itraria. D alla (30) si trae allora che all’istante 3c° è

(X I) Yo* =  o
-1

(IX )

(IX )

1
Ya =  o.

■
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Dalle (X I) e dalla (33) consegue pertanto  che affinché il sistema (IV) am m etta 
una soluzione con un polo di primo ordine nel punto Q occorre che all’istante 
x° sia

1
(34) Y o o = D r- i ,

-1

con D costante disponibile fra quelle non nulle. D alla (31), per la seconda 
delle (X I) e per la terza delle (26), si trae, integrando, che a ll’istante x° è

(3 5) Yik =  X (eF!o r, k +  e F 0 r, ,• — 8jV5 r , , ,Ff0) ,
0

nulla essendo la funzione arm onica additi va della (35), perché di ordine pro
prio nullo, e regolare. D erivando ora parzialm ente la (30) rispetto ad x°, con 
a  =  o, e la (32) rispetto ad x ‘ con a — f, risulta a ll’istante 1°

.1 1
(36) Tos,s +  Too,, I s =  o ;

-1 -1

1 i
(37) Y is , i s  Yo,,j J

0 - 1
i

elim inando yo,,, fra la (36) e la (37), e sostituendo nell’equazione così o tte

nuta le determ inazioni (34) e (35), risulta all’istante x°:

(3?) D 'ts =  —  27; *F!0, con D =|= o.

Affinché i due sistemi (IX ) e (X) siano integrabili in un conveniente intorno I* 
del punto Q di L  occorre dunque che L  soddisfi nel punto Q alla condizione 
(38). M a la (38) è stabilita in ogni particolare riferim ento di Ferm i coordinato 
ad L che è precisato dalla (18). In un generico riferim ento del campo base 
la condizione precedente è pertan to  espressa dalla equivalente condizione 
che nel punto Q L  soddisfi alla relazione tensoriale

(39)
d*& , «„ dxi
ds2 +  1 ^  ds

dxp
ds =  —  2 x D -i ,F?j dxh 

ds

M a Q è un punto di L  prefissato ad arbitrio. L a (39) è pertanto  l ’equazione
tensoriale che individua nel campo base la linea oraria L  di una particella
di prova elettrizzata e non gravitante , identificata ad un polo di prim o ordine 

1
imposto alle Y«p in ogni punto di L ; essa è stata  dedotta dalle equazioni di 
campo (1) e (2) tenendo conto della rappresentazione dianzi richiam ata della 
particella di prova considerata. Ricordando poi che i due sistemi (IX ) e (X) 
equivalgono al sistema costituito da S2 , da S3 e dalla (28), e che le condizioni 
di integrabilità di questo sistema coincidono con quelle del sistem a costituito 
soltanto da S 2 e da S3, si può inoltre affermare che la condizione im posta ad 
L  dalla (39) è necessaria per l’integrabilità in un conveniente intorno I* di Q, 
del sistem a costituito da S2 e da S3. Nella (39), x è la costante universale (7),
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D è invece una costante reale disponibile fra quelle non nulle, e, grazie alle 
(34)? (49) e (io), identica per tu tte  le particelle di prova ivi considerate, ed 
infine dim ensionata come il reciproco di un potenziale elettrico, per avere 
assunto puri num eri le componenti del tensore fondam entale di R ((?) e del 
campo base. L ’affermazione finale d e ll’introduzione risulta dunque provata, 
e concludo con essa.
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