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Relatività. — Sui super potenziali nella teoria della Relatività 
Generale. N o ta n  di F r a n c a  G r a i f f , presentata ((*) **} dal Socio B. F i n z i .

1. In tro d u z io n e . -  Nella teoria della R elatività Generale, sia per la 
definizione del contenuto energetico di una regione puram ente spaziale di 
U niverso, sia per la deduzione delle equazioni di moto delle singolarità, risul­
tano di particolare interesse quegli oggetti a due indici, di na tu ra  non ne­
cessariam ente tensoriale, soddisfacenti alle seguenti identità, dette di conser­
vazione:

(a) %ikik — q ì  , k =  o , 1 , 2 , 3.

In  questi oggetti figura sempre, come addendo, il tensore di R icci-E in- 
stein, o, tenuto conto delle equazioni di campo, il tensore che rappresenta la 
m ateria. Le (a) risultano, in sostanza, conseguenze delle identità del Bianchi 
contratte; form alm ente derivano dalla possibilità di porre l’oggetto stesso sotto 
la forma:

(b) =  «K

dove non è necessariam ente un tensore, è emisimmetrico rispetto agli 
indigi k ed /, ed è nom inato « superpotenziale »: l’oggetto risulta quindi 
g radiente di un superpotenziale.

Esiste una grande quantità  di oggetti conservativi e di superpotenziali, 
prim o tra  tu tti quello canonico di E instein [1 ] : il superpotenziale ad esso cor­
rispondente (ottenibile da un principio variazionale), è quello di Freud [2]. 
L andau  e Lifshitz [3] hanno ottenuto un superpotenziale, con i tre indici tu tti 
in alto , che dà luogo ad un oggetto conservativo con due indici di sim m etria. 
^Moller [4] ha poi proposto come superpotenziale, una parte di quello di 
F reud.

I superpotenziali, con i relativi oggetti conservativi, sopra m enzionati, 
sono tu tti costruiti con elem enti intrinseci dello spazio-tem po, cioè con il ten­
sore fondam entale e le sue derivate ordinarie prim e e seconde.

A ltri superpotenziali ed i relativi oggetti conservativi, contenenti anche 
elementi non intrinseci dello spazio-tem po, provengono da identità ottenibili 
con m etodi basati sulle trasform azioni infinitesime delle coordinate (Berg- 
m ann [5], K om ar [6], o da una teoria relativistica bim etrica [7], [8], [9] di 
Rosen).

In  questa N ota dim ostro che, partendo dalle identità (b) di Freud, scritte 
in un riferim ento 3è, m ediante trasform azioni finite di coordinate, si possono

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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ottenere superpotenziali ed identità di conservazione, tra  i quali rientrano, in 
particolare, anche quelli di Bergm ann, Kom ar, Rosen. Precisamente:

a) una trasform azione finita di coordinate, m a parziale rispetto agli 
indici, dà luogo a superpotenziali rappresentati da sistemi semplici di densità 
tensoriali doppie emisimmetriche; le corrispondenti identità di conservazione 
riguardano  sistemi di densità vettoriali. Con questo metodo è possibile dedurre 
anche i superpotenziali di Bergm an e di Kom ar.

Superpotenziali e grandezze che si conservano, possono essere espressi, 
oltre che da elem enti intrinseci dello spazio-tem po, m ediante un sistema 
di quattro  vettori e delle loro derivate tensoriali, vettori che denunciano la 
provenienza delle identità dal sistem a x;

b) una trasform azione com pleta di coordinate dà invece luogo a un 
superpotenziale rappresentato  da una densità tensoriale tripla, con due indici 
di em issimetria. Le corrispondenti identità di conservazione riguardano però 
un sistem a doppio, di n a tu ra  non tensoriale. In questo caso, m entre il superpo­
tenziale trovato  coincide con quello di Rosen [8], il corrispondente oggetto 
risu lta diverso.

Si può proporre infine, come ulteriore superpotenziale, una parte di quello 
precedentem ente trovato: la solita operazione (b) darà luogo al corrispondente 
oggetto conservativo.

Superpotenziali ed oggetti conservativi risultano ancora espressi, oltre che 
da elem enti intrinseci dello spazio-tem po, m ediante il sistema dei quattro  
vettori sopra considerati.

Noto infine che solam ente il prim o sistema doppio conservativo, ottenuto 
col secondo m etodo, soddisfa alle condizioni necessarie per poter essere in ter­
preta to  come sistem a « Energia, quantità  di moto », in analogia con quello 
del M oller u ltim am ente proposto [io ].

2. D eduzione  d i  un s u p e rp o te n z ia le  m ed ian te  u n a  tra s fo rm a z io n e  
PARZIALE DI COORDINATE. -  In  una varietà riem anniana, di metrica:

(i)  ds2 =  g ik dx{ dxk i  , k — o , I , 2 , 3 .

sia a** =  }/— g  g ik la densità fondam entale, R a  il tensore di R iem ann con­
tratto , Gik il tensore di R icci-E instein, %ik la sua densità.

In  un riferim ento x (per ora qualsiasi), l’identità che definisce il sistema 
canonico ©  ̂ di E instein, proveniente dal superpotenziale di Freud, è la se­
guente:

(b) ©• =  § /  +  — 11  =

dove:

(2)

(3)

t
tq

n  \ 1 | _ ! J M M
lr \ { js  ) I rs \ I tj )

S ) —Pq \ l. —  or*
V) ÌP9

—sj j *l j \ k.\-ij
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Le identità (a) di conservazione alle quali soddisfa il sistema canonico 
di Einstein, sopra definito, sono, in sostanza, le identità contratte del Bianchi (1). 

Il superpotenziale (3) di Freud, può anche essere espresso come somma:

(3')
1

dove:

(4 a) ~miil =  — 
1 2

(4 b) W* =  àJv \ l ì - 6# } f i  =  | / -
2 l y ' ( v  (

ki

(2)

Eseguo ora sulla (b) una trasform azione finita di coordinate, m a parziale, 
considerando cioè i  come indice ordinale, k di controvarianza.

Se J è il determ inante della trasform azione, si fà cioè:

(S) __ J_ T ^  6) f .kl
2  J dxk ‘ : l

che diventa:

(5') p  r dxJ _L 7/ ̂    L 9 (~T 6)f kl dxr ^xS \
"J' dx* ‘ 2  ̂ dxk 2 dxs \**  ̂1 dxk 3 J

Da questa si può definire un nuovo superpotenziale, con il relativo og­
getto conservativo, e ricavarne altri già noti.

Si può infatti definire il seguente superpotenziale, che risulta un sistema 
semplice di densità tensoriali doppie emisimmetriche:

(6)
(0

dxr
dxk

dxs
dxl

ed il borrispondente oggetto soddisfacente alle identità di conservazione (a),
(0

risulta il sistema semplice di densità vettoriali:

(7) % r

(0
dxJ I -j~k dx? 

~2 J U ~dW

Nei punti esterni alla m ateria, filo ve Gik =  o), esso si riduce al:

i v 3x1')Xk

(1) Le identità contratte del Bianchi possono ricavarsi dallo stesso principio variazionale 
che dà luogo alle equazioni di puro campo: Gik =  o, imponendo che le variazioni del tensore 
fondamentale provengano da una variazione infinitesima delle coordinate. Esse si possono 
ottenere sotto le due forme G =  o o 0 ^  k =  o. La prima forma risulta di natura tenso­
riale, la seconda no, pur valendo in qualunque riferimento. In ambedue le forme costi­
tuiscono quattro identità intercedenti tra le equazioni di campo.

(2) Il superpotenziale (4b) è quello proposto da Moller nella citata Nota [4].
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3. E sp ressione  e s p l ic i ta  d e l  s u p e rp o te n z ia le  (6) e d e l  s istem a (7). 
-  Se la trasform azione di coordinate è lineare, i cofficienti dxrjdxk sono delle 
costànti, ed il superpotenziale (6), come il sistema (7), risultano delle com bina­
zioni lineari, a coefficienti costanti, del superpotenziale di Freud e del sistema 
canonico , calcolati nel riferim ento x: potranno quindi esprimersi m ediante 
elementi intrinseci (tensore fondam entale e sue derivate ordinarie) dello 
spazio-tem po considerato.

In generale, per esplicitare sia il superpotenziale (6) che il relativo og­
getto (7), si dovranno in trodurre altri elementi, oltre a quelli intrinseci della 
varietà: logica conseguenza del fatto che ©  ̂ e si com portano come tensori 
soltanto per trasform azioni lineari.

Definisco allora, nel riferim ento x , quattro  vettori s, m ediante le loro corn­
eo

ponenti controvarianti: sJ — Si; nel riferim ento x- si avrà:
(0 *

(8) SJ' =  
(0

cx l
dx*

Per le identità:
dxl ex* __
dx* dx*

dxJ dx* __
dx* ex*

le componenti controvarianti dei quattro  vettori s  sopra definiti, risultano le
(0

reciproche delle com ponenti covarianti dei gradienti delle quattro  funzioni:
U) _ .
9 =  xJ (x*): I

(9)

M ediante questi due sistemi semplici di vettori e funzioni legati dalle (9), 
si può esplicitare il superpotenziale col relativo sistema conservativo, definiti 
al paragrafò precedente.

Posto infatti:
/ \ z, tÒ, (0,r
( IO) w  =. s <pls +  <pM4 /

(0 ' (0

la (6) assume la semplice espressione:

( 6 r) ^  =  y— g  ( sr w s— ss w \ — y— g  /  sr̂ s — / /r\ .
(0 . V(0 (0 / 1(0 (0 /

Il superpotenziale proposto risulta cioè som m a di una quaterna di den­
sità tensoriali semplici e di una irrotazionale.

Il sistema di vettori (7) risulta poi:

(/> r  =
(0 (0 +  T  f -g

j  ls lls
s l jg  — -

«

- z  *I‘A * * $ -

Ssll) ( s t, ^ -
0 / W) <

)

(fl)

(0 /( 0

4 . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXIX, fase. 1- 2 .
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In corrispondenza ad ogni quaterna di vettori s, linearm ente indipendenti,
(0

che caratterizzano un sistema x, potrà quindi costruirsi il relativo superpoten­
ziale, m ediante la (6'). Il legame tra  due superpotenziali costruiti con due
diverse quaterne di vettori s  e v, sarà del tu tto  analogo al legame tra  due

(0 i(0
superpotenziali di Freud, in due diversi sistemi di riferimento: cioè lineare,
non omogeneo. R isulterà omogeneo solo quando, scomposti i quattro  vettori s
secondo i vettori v  (o viceversa): ^

(*)

(1 1 ) s v
(0 (0 U)

le \ J saranno costanti. 
(0

4. I SUPERPOTENZIALI DI BERGMANN E K o m a r . -  Se, valendosi delle 
formule di trasform azione dei simboli di C hristoffel, si esprimono, nella (5), 
Uk e con i loro corrispondenti nel generico sistema x, si arriva alla:

(12) s . v + 4 -
U) 2

t t  / — s j  
. (/) (/). j

Per ogni indice ordinale j ,  questa è l’identità del Bergm ann [5], che ha 
quindi proposto come superpotenziale:

^l(kl =  Giif / .

Il superpotenziale proposto da K om ar [6]:

(13)

che, hel riferim ento x coincide col (4 b) del Moller, risulta invece, per ogni 
indice z, la sola parte irrotazionale del superpotenziale (6).

Il (13) proviene dalla seguente identità, stabilita dallo stesso Kom ar, per 
la definizione dell’oggetto conservativo:

(14)

C onfrontando la (14) con la (5'), per la (6') risulta:

(T
(0

-k dxr
—  I t i  —  +  ^  S r w s2 J dxk 2 ' 6 ^ (0

IPespressione esplicita di che non risulta dalla succitata N ota di Kom ar,
come la  scomposizione (14), può ottenersi rapidam ente m ediante le formule di 
com m utazione delle derivate seconde di un vettore:

co r  j  f  p  rk  £ / r  J  ; 
ody /  =  [S f p g
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Per ogni indice z, quindi, le identità (14) risultano:

(0 2 («')■
p rk I /  k\r , \ =  - - ~ i ~ g

kjr rlks 1 — S
Leo 2 \ ( o  co /J ik z . (0 ( 0  .

dalle quali:

(0 (0
■g

(0' ipS ■
kìr  .  rlks ‘ +  S

.(0 (0 /J/*

6. T r a s f o r m a z i o n e  c o m p l e t a  d i  c o o r d i n a t e .  -  Considero ora la 
form ula (b), che definisce, nel riferim ento x, il sistema canonico di Einstein; 
eseguo su di essa una trasform azione completa di coordinate, cioè moltiplico 
la (5) o la equivalente (5') per dx£jdxg. R isulta:

g f .  1 7  ~ r  d x r dx*
* "I" 2 J t i  dxk dxt 

Pongo ora:

(16)

fi 7)

(18)

1 ~f sTjkl dxr dxS d*xi
2  ̂ 1 dxk dxl dx# dxs

1 3
2 dxs

7 dxr dxs dx* 
dxk dx? dx2

r ;  =  j  w ?

Si può quindi scrivere:

-l _L
*'■ ^  2 <*/

r dxr 2x*
3x k 3x 4

dxr 3x s
3x k

X1 dxJ~
dxs dx*

, definito dalla (17), può quindi considerarsi come un superpoten­
ziale; per la sua stessa definizione, è una densità tensoriale trip la emisimme- 
trica rispetto agli indici r  e s; non risulta invece una densità tensoriale la sua 
divergenza ordinaria, e nem m eno quindi il corrispondente oggetto:

(19) C \ r  I 1&q ----  +  — cyrs 3 2 X{ 3x3 
Cj 3x4 dxs dxi

che soddisfa alle identità di conservazione. Nei punti esterni alla m ateria, 
(dove Gik =  ó), questo si riduce al:

3 2 x* 3xJ
( l9') i f f

3x? 3 Xs 3x*

L ’espressione esplicita del superpotenziale S™ risulta im m ediata dalla 
definizione (17), per la (6):

,w(20)

cioè, per la (6'):

( 1 / )  7  =

w; =  «or
(0

=  C /
(0 (0

8 fW r] — Ì- ■g
rjs sir (0

*1*
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In  modo analogo si esplicita l’oggetto (19), confrontandolo col (7):

(19')

a :
(0

%r(p 
(0 te

1
2 qs

oppure:

- :
(0

(0 
*1* — 2.<o

(0
V . * s -

Confrontando la (13) e la (4 b) con la ( 170» viene spontaneo proporre 
come ulteriore superpotenziale, in analogia con quello di K om ar e di Mòller, la 
seguente densità tensoriale tripla:

r js  s(r  ( * )
S  --- S  rn .•(21) c^rs

*9 =  - F = i

In definitiva: anche una trasform azione finita di coordinate dà luogo a 
due superpotenziali, di na tu ra  tensoriale; altre considerazioni decideranno 
della loro u tilità e validità per i vari problem i di Relatività.

M algrado la form a totalm ente diversa, il superpotenziale (17) coincide 
con quello proposto dal Rosen nella sua N ota [8]: qui esso viene espresso 
m ediante il tensore fondam entale e le sue derivate tensoriali, eseguite in uno 
spazio-tem po pseudoeuclideo, messo in corrispondenza biunivoca con l’Uni- 
verso incurvato, in modo che le coordinate cartesiane ortogonali del primo 
coincidano con le coordinate x del secondo (3).

Il sistem a conservativo del Rosen è ottenuto m ediante la divergenza 
covariante (sempre nello spazio-tem po pseudoeuclideo), del superpotenziale (17) 
esso risulta quindi una densità tensoriale, e non coincide con l ’oggetto (19), 
ottenuto facendo la divergenza ord inaria dello stesso superpotenziale.

7. O g g e t t i  « e n e r g i a - q u a n t i t à  d i  m o to » .  -  Affinché un oggetto 
possa essere assunto come rappresentante « energia-quantità di m oto», 

deve avere le seguenti proprietà:
ia deve soddisfare alle leggi di conservazione locali (a);
2a per un Universo « chiuso », spazialm ente vuoto all’infinito, nel quale 

si possano usare coordinate x asintoticam ente cartesiane, le seguenti quantità, 
calcolate nel riferim ento stesso:

(22) P* = ‘$ d & d x * d &
xo=  c o s t .

devono essere costanti nel tem po (x0) e si devono trasform are come le compo­
nenti di un vettore libero per una trasform azione lineare di coordinate spazio-

(3) Questo risultato del Rosen fa parte della sua teoria relativistica bimetrica esposta, 
per la prima volta, nella sua Nota [7]. Ignorandola, non l’ho richiamata nelle mie due Note 
Lincee del 1961 e del 1963.
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tem porali: questo è essenziale per 1’interpretazione di P- come vettore «ener­
g ia -q u an tità  di moto »;

3a deve trasform arsi come una densità vettoriale per un gruppo di 
trasform azioni puram ente spaziali. Q uest’u ltim a proprietà è necessaria perché 
il contenuto energetico di volume finito (spaziale):

(2 3 ) ^0

sia indipendente dalle coordinate (spaziali) usate nella valutazione dell’in te­
grale stesso.

Il sistem a canonico (b) di E instein gode delle proprietà i a e 2a, non 
della 3a; m a è interam ente costruito col tensore fondam entale e con le sue 
derivate ordinarie.

L ’oggetto di M oller, corrispondente al superpotenziale (4 b) gode delle 
proprietà i a e 3a; m entre quello definito nella N ota [io] soddisfa tu tte  le p ro­
prietà richieste: quest’ultim o non ha natu ra  tensoriale, è costruito m ediante 
i versori di quattro  congruenze ortogonali, quindi, im plicitam ente, reca la 
traccia di direzioni privilegiate.

Gli oggetti da m e proposti: (7) e (19) recano, per la loro stessa defini­
zione, traccia di un riferim ento x a priori non definibile. Esso potrà scegliersi, 
a seconda del problem a in esame, m ediante una « condizione di coordinate » 
Nel riferim ento x di partenza, entram bi coincidono con il sistema canonico 
di Einstein.

L ’oggetto (7):

<gr == —  — ey"
(0 2 (0

soddisfa:
alla condizione i a per la sua stessa definizione; alla 3a perché %r è una densità

(Q)
vettoriàle e come tale si com porta per una generica trasform azione di coordi­
nate; non alla 2a: sia x, il riferim ento nel quale vengono definite le (22), lo 
stesso nel quale coincidono l ’oggetto (7) e quello di Einstein: in questo stesso 
riferim ento coincideranno le quantità  (22): P,. saranno quindi, in entram bi 
i casi, delle costanti. M a per una trasform azione lineare di coordinate le (22), 
calcolate m ediante l ’oggetto (7), si com porteranno come degli invarianti.

L ’oggetto (19):

soddisfa invece a tu tte  e tre le condizioni: 
la 1a! per definizione.
la 2a in quanto, partendo dal solito riferim ento x, nel quale coincide 

col sistem a canonico di Einstein, ha le stesse caratteristiche del sistema stesso 
per trasform azioni lineari di coordinate;
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la 3a in quanto, per trasform azioni puram ente spaziali (3c0 =  xo), &q 
si com porta come una densità em isimmetrica tensoriale, quindi ®r0s }S come 
una densità vettoriale.

L ’oggetto infine corrisponde al superpotenziale (21) presenta le stesse 
caratteristiche di quello corrispondente al superpotenziale (4 b) del Mòller.
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