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N O T E  D I  S O C I
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione).

Meccanica. —- S u l problema centrale della dinamica dei ponti. — 
Nota III. Moto di una distribuzione di carichi inerti e pesanti su di una 
piastra elastica. Nota (#) del Socio G. K rall.

Sia p  =  p  (xy, t) un flusso di carico, con velocità di componenti U ,V  
riferite ad assi x' >y nel piano mediano II di un piastra elastica. Praticam ente 
una tale condizione di carico può esser del tipo

(0  P (xy >t) =  P (* — U/ , y  — V/),

oppure, con riguardo ad un flusso stazionario, p = p  (xy) o più semplicemente 
p  =  co$t. su tu tto  o parte del campo. È facile dare l’equazione del moto tra ­
sversale della piastra, moto che si penserà caratterizzato, al solito, dalle 
elongazioni w  =  w (xy , t) m isurate da II.

Poiché serve, per quanto  segue, m ettersi in condizioni generali quan to  
possibile am m ettiam o [ij che in II agisca una distribuzione piana di sforzi
^xx > W'xy > 'M'yyr corrispondenti ad una configurazione di equilibrio piano, quindi 
derivabili da una funzione di A iry, biarm onica nel campo S che si considera, 
secondo le relazioni note

„„ _  ?2a 32A 32A
xx ’ n*y ~  ’ ny y ~ ~ F F

(*) Presentata nella seduta del 12 dicembre 1964.
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conseguenti alle relazioni, non meno note, nxy — n v

(2 a) dnx dnv.
dx cy dy dx

Allora, considerato l ’operatore lineare

(3) £ ( ) = . *  82

ed il laplaciano doppio

5x2 + 2 3y dx

xx 3*2. " t 2 n*y 3* dy nyy 3̂ 2 >

a a  =  F !_  +  2 _ 4 _  +  Adx4 3x2 2y2 ‘ 3y'I

l’equazione in w  si scrive, in condizioni statiche,

(4) BAAze/ =  q (xy) —  X2 (w),

o nyy 
dy 2

con nxx , n yy >  o sforzi di compressione come; all’uso tecnico, in op. cit. 
in [3]; non in [i], [2] dove n  >  o, a ll’uso classico, indica trazione ed è 
cam biato quindi il segno al term ine \2 (w ). Q uanto  agli altri simboli, q= q(xy)  
è la d istribuzione sta tica  di carico, B la constan te flessorigidezza, X un 
m oltiplicatore della distribuzione (2). Le condizioni al contorno dello snodo o 
ddYincastro  non involgono gli sforzi nxx , n xy , n yy, siccome avviene invece 
se il bordo è libero. T u tte  le condizioni possibili risu ltano da un principio 
variazionale di cui diremo.

Rileviam o però, sin da ora, che, se è,

^xx ^yy Hxy T> O

in tu tto  S, cioè se la conica degli sforzi re la tiva ad ogni punto  P di S è una 
ellisse, esiste una infinita di valori, autovalort, X i, X2, • • ••, Xn ,*••,* reali e posi­
tivi per nxx >> o , con che anche nyy >■ 0 per la (5) è sforzo di compressione, 
ordinabili in serie crescente, per cui si hanno soluzioni non nulle per q =  o. 
Tali autovalori diconsi moltiplicatori critici della distribuzione p iana di sforzi. 
Essi hanno im portanza notevolissim a; il primo Xi in particolare, è il cosiddetto 
m oltip licatore critico Xcr.

Passando al caso dinam ico, sostituendo a q s tatico  una p  (xy  funzione 
anche del tem po /, d e tta  la distribuzione delle masse fisse, cioè solidali con 
la p iastra , la (4) diviene, sostituendo alle forze le forze perdute ,

(4 a) BAA w f-X Z fw ) — p  (xy  , t) — *

Se p  è del tipo precisato e deriva, come avviene in generale, da masse pesanti 
(mobili), allora occorre considerarne la distribuzione di m asse \ x = p \ g ,  
mobili con velocità, am m ettiam o, di componenti costanti U  , V. In  tal guisa 
a p  va sostituita la distribuzione di forze perdute, d\d t designando [2] deri­
vata totale e non parziale d/dt rispetto a /,

p  —  [i
d 2 w  

di2
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L ’equazione in w  si scrive allora, se q =  q (xy) indica una distribuzione di 
carico norm ale a II in S, e B è la flessorigidezza, X un m oltip licatore della 
distribuzione (2), p*o = q:g> per w  con tato  dalla configurazione corrispon­
den te  a q =  q (xy),

(4*) BAAze/ -f- XC (w) -f- [ji0 -—— =  p  (xy) •
dt*

1
g-

U 2 dx* 2U V 31 w 
dx cy +  V2 dl W

dy% +  2 U dl W 
dx 31 +  2 V v32izd 

cy 3t +

Q uesta equazione si semplifica sensibilm ente se p  è costante in tu tto  S 
p u r m antenendo la m obilità  uniform e (caso di flusso indefinito di masse, 
P =  cost, per u n ità  di superficie, con velocità di com ponenti costanti U , V). 
In fa tti, se si in troduce la distribuzione piana di sforzi costanti

^xx , tix,; r= [xU ■ \ '  , n yy =

per la quale sussistono ovviam ente le (2), (2 a), essendo però

\ 5 ^0 ttXX n yy tlXy O ,

la sovrapposizione con le nxx , nxy , nyy preesistenti dà luogo ad una n* 

(6) nxx — nXx nxx , • nxy =  nxy -(- nxy , nyy =  nyy -f- hyy

per cui, se è nxxnyy —  nxy> .o , e nxx >  O, è anche

f ̂  L\ * * * 2 ^\ 5 'M'xy O •

In troducendo allora l ’operatore

(3 a)
2̂ 2̂ o# / \ * 0 , * o . * c

~ ( ) — M**~te2+ 2 n *y~3̂ +  nyyjy¥

la (46), diviene, ove il m oltiplicatore X si applichi ad U 2,U V ,V 2,

(4 b) BAA w  -f- X£* (w) -f- dZw
di =  i H  I 2 U -, n,g  \ dx dt +  2 V dy dt

con

u  =  y x u  , v  =  y x v .

D eduzione della (4 b) da un  principio dell’Hamilton.

M erita  filevare, anche in riguardo alla sua integrazione, che la (4 b) 
si deduce da un principio variazionale secondo H am ilton.

Precisam ente, per semplice generalizzazione di quanto  de tto  nella 
N o ta  II ,
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Venergia elastica P è data , secondo una celebre form ula di Kirchhoff, da

essendo 1 /pi , 1/P2 le curvature principali^ B la flessorigidezza, v il coefficiente 
di contrazione di Poisson, in ogni caso <  1. La form a quadratica  in 1 /pi, i/p2 
tra  [ ] è quindi in ogni , caso definita positiva.

L ’energia cinetica T , somma della T i della p iastra, T 2 delle masse mobili 
che partecipano al m oto oscillatorio, è

(8) T - T 1  +  T2

con

T i =  ~  ! [X0w 2d s  , T 2 =  — j yi(}'XU w x +  f x V w y +  z b f d S .
s s

Il lavoro d i 2° ordine della distribuzione nxx, nxy, nyy, dianzi definita come 
sovrapposizione eventuale alla cinetica hxx , nxy , h yy, già considerata in T 2, è

(9 ) £2 =  — j  (nxxw l +  2 nxyw x w y +  nyyw 2y) d S

infine, il lavoro dei carichi p>è

( io ) ~p =  —- j p w  d  S . 
s

Dal principio dell’ H am ilton,

% J z d t  =  o ,  con £ =  T  —  P +  x t —  
ò

seguono la (46) e, con qualche attenzione, le condizioni al contorno .s* di S, con 
B — 1 per sem plicità,

✓ s/ \ 3Aw  . , N 3
(4 ^ ) 1 ^ - +  ( I —  V) gj cos 6 sin 0 3 W  a W

j +  j^cos2 0 — sin2 0)

a , * / cw A I 3^ . a\ , * ow . ncos 6 +  cos 6 +  gj- sin 6) +  n „ ^ -  sin 6

32 W
dx dy +

+  [x (XJw cos 0 -j- Y w  sin 0) ]/X J -f- vAze> -fi- ( i — v)

D a qui, per la p iastra
à) semplicemente appoggiata al contorno s,

3
M 2

cSw = o.

(4 ay W =  O , vAW +  (i —  v) - 3̂ 2 o;



GIULIO KrALL, Sul problema centrale della dinamica, ecc. 7

b) incastrata al contorno 

(4 d),n w  — o dw
dn O.

Per il bordo libero le condizioni sono più com plicate in quanto  si deb­
bono annullare proprio le { } a fa tto re  di Sw e di d8w/dn. M a di questo 
caso tipico della p iastra  volante per ora non si tra tta .

Ciò posto, riprendiam o la (4 b) lim ita tam ente  al caso stazionario, cioè al 
caso in cui t non in terviene esplicito.

Si ha l’equazione, di cui l’espressione omogenea

(4 c) B AA w  +  XC* (w) =  o

si identifica con l’equazione della p iastra  soggetta ad una distribuzione gene­
rale di sforzi piani.

Per calcolare il m oltiplicatore critico \ r estendiam o un procedim ento già 
indicato da T im oshenko [3] per il caso nxy =(= o in cui sono però nulli nxx , nyy.

Con riferim ento al principio variazionale di cui la (4 c) è l’euleriana, 
lim itando anche l’espressione del potenziale elastico al solo term ine B (Aw )2 
come è legittim o se le condizioni agli estrem i sono quelle dell’incastro o quelle 
cui ci si riferisce, w  — o e con sufficiente approssim azione w "  =  o sui lati 
a e b di un contorno rettangolo;

(io ) <D =  l ~B(AwfdS —  X
s S

nx. dw\% . * dwdw
I F J

dw \2
w ) d s

poniam o

w E m iz . mz 
Cf'mn sin —  * sm —y

amn essendo coefficienti a priori incogniti. 
O tten iam o

“ mn v \ /
m \2 n 12 2 tu2 ab  ̂ ^

T  ) ( amn ~T~ A **
* m  4 n*x { — ,* n \ l  W2

T )  ('
" I

ttm n  "T~

+  8 A < 2 *  mnpq% /2) («2 —~g2) am„ap<! >

V * stando ad indicare che il som m atorio opera sui soli term ini per cui 
m  =b p  , n  ±  q sono num eri dispari.

Con le posizioni

/ \ a
C11) T

e, per nxx 

( i l  a) V =
U2

tu3B
32 P

7T2 7T2 B

32^

32 0 ^  [xXUV ’

le condizioni di estrem o sono 

(12) a®
dan O.
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Ancora, a titolo di controllo, p e r 'U = V = o  e nxx =  nyy =  o, nxy =|=o 
si ricade in una notissim a espressione di © dovuta a Timoshenko. Per la scrit­
tu ra  del sistema per ( m f n )  dispari si può valersi della (18 a) della N ota II.

Una lim itazione inferiore del ACr

Indipendentem ente dalla (12 a) che, se vale la (5) con n*x >  o, dà, in 
ogni caso, limitazioni superiori per il \ Crì m erita calcolarne un limite inferiore 
di cui è ovvio l’interesse pratico. Supponiam o dunque che si sappiano, come si 
sa infatti, calcolare i \ Cr per i casi in cui, ordinatam ente, è diversa da zero 
una ed una sola, delle componenti nxx , nxy , nyy . Indichiamo, omettendo il 
deponente cr, con X* , X^ , X̂  questi valori. Sarà dunque

0 3 ) 'kxy =  min.

[  B(Aw)2dS
s

dw cW 
dx dy

[B(Aw)2dS

Orbene, avendosi, equivalente alla (4 c), per n*x n*v — nty >  o , nxx >  o 
(e quindi ■//'*.■ I- • <>;, e con riguardo alle (2), (2 a), (4 a)',

(14) X,, min.

s
:xx\dx ) +  2 >4 dW

dx
dw
dy

dw\2 /
dy ) \

si avrà la limitazione inferiore alla Southwell,

0 s )
I I I

X7  + \ x y
+

V T

Quanto a X* , \ xy , X̂  , per cose note, si possono porre nella forma

X, = T U 2  B 
'n* b2

7 Z 2  B X —- b,Kv v  ry v
7t2B

«vv  O 2

con kxx , kxy , kyy, coefficienti num erici dipendenti dal rapporto (3 =  ajb tra  
i lati a , b dell’area rettangolare S e dalle condizioni di vincolo su detti lati.

Per il semplice appoggio sui 4 lati, cfr. op. cit. in [3], ricordando per 
completezza che, con simboli ovvi,

P
a

~~ ~b ’
r> __ E A»

12(1— V2)J

k —Kxx ,(t + ^
per (3 <  i > kxx 4 per p  >  1

k  —Kxy-- :( 4 + f i ) per ■ P  <  1 > kxy 5 >34 +  ~̂2~ per p  >  1.

II 4 per p < ;  1 ; K y =  ( p  H p-) per p  >  1
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attese le (13), si ha da (15),

0 5  a) V >
7T2 B
n%x b* I ̂  | %x y  | I ^  W y y  (32

k x x  f l%  k x y  n * x  k y y

Per f ix x  f lx y  ^ y y  — O , U  —j-̂  O , V  — O,

( i5 * ) X r >
7T2 B 

|xU2 b2
ì + e per P <  1, 

per p >  1.

In una N ota prossim a sui Principii variazionali della S tab ilità  dell’equi- 
Kbrio elastico darem o, per il problem a di cui si t r a t ta  un grafico sintetico 
con cui si può considerare ogni plausibile condizione di vincolo sui q u a ttro  
lati del re ttangolo .
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