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Logica matematica. — Un fteorema di rappresentazione per i
Ve—spazi ©. Nota 0 di RoBErTO MAGARI, presentata dal Socio
B. SEGrE.

PREMESSA. — Nel corso di certi studi su una classe molto generale di
calcoli logici (un primo resoconto. di questi studi si trovera in un lavoro in
corso di pubblicazione, dal titolo Calcoli generali e spazi V,), mi & stato utile
dimostrare un teorema di rappresentazione per i V,-spazi.

In questa Nota mi propongo di esporre il risultato in questione indipen-
dentemente dal contesto in cui esso all’origine mi si & presentato. L’interesse
del teorema, anche se questo non ¢ particolarmente riposto, sta a mio giudizio
nel fatto che esso fornisce una generalizzazione dei metodi di M. H. Stone
e si presta ad ulteriori ricerche sulla « rappresentazione » di strutture algebriche
o topologiche.

« Rappresentare » una struttura algebrica o topologica significa qui asso-
ciare, ai suoi elementi, degli insiemi e, alle operazioni su tali elementi (nonché
agli operatori definiti sui sottoinsiemi dell’insieme degli elementi della strut-
tura), delle opportune operazioni (operatori) « concrete », cio¢ definite a partire
dalle ordinarie operazioni insiemistiche, in modo che la struttura data e
quella ad essa associata siano isomorfe.

Mentre il teorema di Stone realizza una rappresentazione (nel senso
accennato) per le algebre di Boole, una rappresentazione siffatta & qui rea-
lizzata per i V,-spazi (e in particolare, quindi, per gli spazi topologici
ordinari). La struttura di V,-spazio ¢ talmente generale che la rappresen-
tazione trovata, pur essendo in sé elemientare, pud forse fornire un quadro
in cui lavorare in vista di teoremi di rappresentazione per vaste classi di
strutture @,

Il lavoro consta di due paragrafi. In 1, si richiama il concetto di V-
spazio e si danno alcune definizioni preliminari, mostrando come si arriva a
porre il problema di rappresentazione; in 2, viene dimostrato il teorema. Piu
ampi ragguagli e diversi complementi si troveranno nel lavoro sui calcoli
generali.

1. Ricordiamo che, nella classificazione dovuta ad A. Appert e Ky Fan [1]
si intende per V,—spazio un sistema (M , H) in cui:

(*) Lavoro eseguito nellambito dellattivita dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
per 'anno 1964-65.
(**) Pervenuta all’Accademia il 14 luglio 1965.

(1) La cosa & possibile in quanto molte classi di strutture possono essere considerate
come sottoclassi della classe dei V,-spazi. Cfr. i casi (), (6) nel successivo paragrafo 1.
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(1.1) M sia un insieme non vuoto
(1.2) H sia un’applicazione di (M) in & (M) tale che:

(121) H =0
(1.22) X C HX
(1.23) H2=H X,)Yed(M).

(124) HXUY) DHX |

Sono in particolare V,—spazi gli spazi topologici ordinari. Due notevoli esempi
di V,-spazi si ottengono con una modificazione inessenziale a partire dai
casi seguenti: '

(@) sia E l'insieme delle espressioni di ur calcolo logico e D l'opera-
tore « deduzione » ossia l'operatore che a un qualunque insieme X di espres-
sioni associa l'insieme delle espressioni deducibili da X: & facile verificare
che per (E,D) valgono le (1) ad eccezione della (1.21).

(6) sia M l'insieme degli elementi di una struttura algebrica e K l'ope-
tore che ad un qualunque insitme X di elementi di M associa !'insieme
degli elementi della sottostruttura generata da X: & facile verificare che
per (M, K) valgono le (1) ad eccezione al piu della (1.21).

Ad ogni V,-spazio (M, H) si pud associare un preordine « <<» su M
ponendo:

(2) x <y seesolose yeH{x} (x,y €eM).

Si dird che un V,-spazio & 7idotfo se per esso la relazione associata &
di ordine parziale. In modo ovvio si puo associare, mediante un passaggio
al quoziente, ad ogni V,—spazio un unico V,-spazio ridotto. ’

Consideriamo ora un esempio di V,—spazio particolarmente interessante,
perché i suoi elementi sono dei sottoinsiemi di un insieme assegnato, e I'appli-
cazione H ¢ definita a partire da operazioni di carattere insiemistico. Preso
dunque un insieme S non vuoto sia S* un insieme di sottoinsiemi di S con
@ € S* e sia P un qualunque sottoinsieme di S*. Sia poi KP il sottoinsieme
di S* formato da quegli elementi di S* che sono contenuti nell’unione degli
elementi di P. In tal modo resta definito al variare di P un operatore su
§ (S5*): ebbene, non ¢ difficile vedere che (S*, K) & un V,-spazio ridotto.
In esso l'operatore K & definito a partire da operazioni insiemistiche.

Viene ora naturale domandarsi se viceversa ogni V,-spazio ridotto sia
isomorfo a uno spazio del tipo ora ottenuto.

La ricerca riesce pili agevole (ma ovviamente del tutto equivalente)
se si passa alla duale della struttura (S*, K) ora introdotta, formulando il
problema secondo lo schema dato dalle seguenti  definizioni.

DEF. 1. — Si¢ dira Vy—spazio concreto duale ogni sistema (S ,S*, K)
n cui:

(3.1) S sia un insieme non vuoto ¢ S* sia un sottoinsieme non vuoto di

§(S) con S eS*
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(3-2) K sia lapplicazione di 8 (S¥) in sé definita da:
(3.21) KP=S*Ng (N p) (dove P CS* e il simbolo § (g)
sEF con ¢S sta per {r:#CS,rDg})®.

DEF. 2. — Si dira astratto di un N —spazio concreto duale $ = (S, S*, K)
il sistema (S*, K) (che risulta un NV spazio ridotto).

DEF. 3. — Si dira che un Vi -—spazio (M ,H) & rappresentabile su un
Vo—spazio concreto duale $ = (S ,S*, K) se esiste un isomorfismo di (M, H)
sull astratto di & (ossia un’applicazione biunivoca o di M su S* tale che
o (HX) = K o(X) per ogni X CM). Un Vyspazio si dira rappresentabile
se ¢ rappresentabile su almeno un NV spazio concreto duale.

Com’¢ facile controllare, il menzionato teorema di Stone ci assicura
che sono rappresentabili quei particolari V,-spazi ottenuti da un’algebra di
Boole B nel modo seguente.

Sia 1 l'elemento massimo di B e si ponga B’ = B —{1}. Sia poi H
l'operatore su & (B) che ad ogni X C B associa il filtro generato da X, e H
Poperatore su & (B’) definito da:

) HX = HX —{1} .

Si vede facilmente che (B’, H) ¢& proprio un V,-spazio e la nota rappre-
sentazione dell’algebra B mediante il suo spazio duale fornisce appunto una
rappresentazione di questi particolari spazi (B’, H) come V,-spazi concreti
duali.

Nel paragrafo successivo si dimostrera in generale che ogn: V,-spazio
ridotto & rappresentabile.

2. Sia 8 = (M, H) un V—spazio ridotto e sia S linsieme dei suoi chiusi.
Si noti che g €S e si ponga S'=S —{ g}
Sia poi ¢ 'applicazione di M in & (S) definita dalla:

(5) pr ={X:X €S, xeX} (x €M)

e si ponga S* = ¢ (M).
Ovviamente per ogni x € M si ha:

(6) O9€or dacui gr={X:Xe€eS K reX}
e anche:
(7) S eS*;

percio da (S, S*) si ottiene un (unico) V,-spazio concreto duale (S S*, K).
Cio premesso, vale il seguente:
TEOREMA. — La © ¢ una rappresentazione di $ su & = (S, S* K) (cios,
ricordo, un isomorfismo di S sull'astratto (S*, K) dz 3).

(2) Il simbolo & stato scelto in vista del fatto che 8 (¢) viene ad essere, in un certo senso,
il duale di 8 (g).
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Dimostrazione. — Proviamo anzitutto che la ¢ & biunivoca. Siano x,y
due elementi di M e si abbia ¢x = ¢y. H {x} ¢ certo un chiuso cui x appar-
tiene, quindi H {x} € ox = gy e percid y € H {x}. Analogamente si dimostra
che x€ H {y} onde ciascuno dei due punti appartiene alla chiusura dell’altro
ed essendo § ridotto ne segue x = y. La ¢ ¢ dunque biunivoca. Si pud con-
trollare anche direttamente che si tratta di un isomorfismo di (M, <) su
(s, O).

Rimane da dimostrare che:

) ¢ (HX) = Ko (X) X T M).
Si ha:
K¢(X):S*mugegmpy—9m&(rwwﬁ @@Dﬂ“ﬁp;s,ﬁ%gfx%:
={pipeeM),p 00 orf={gy:yeM, 2 QO g} =

I

={oy:y€eM,{Y:YVe€S yeY}D{Z:Z€S,X CZ}}
={oy:y€eEM , {Y:Ye€S yeY} _{Z:Z€eS HX CZi} =
={g:yeM,y e HX} = ¢ (HX).

Il teorema & cosi dimostrato. Si osservi che, se si suppone (M, <) non
dotato di massimo, si pud nella dimostrazione prendere S’ in luogo di S.
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SUMMARY. — The well known representation theorem by M. H. Stone gives a repre-
sentation theorem for the ‘“ topological ” space V,, associated with a Boolean algebra. Here
a general representation theorem for V,-spaces is proved.



