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Analisi matematica. —■ Valutazione dei moduli delle soluzioni dei 
problemi al contorno non lineari spettanti ai sistemi polivibranti con 
rimanenze ed argomenti ritardati. Nota (*} di D e m e tr io  M a n g e r o n  
e L. E. K r iv o s e in ,  presentata dal Socio M . P ic o n e .

1. Il prim o degli A utori ha elaborato nel quadro di una teoria un itaria  
dei problem i al contorno lineari « ben posti » [1] spettanti ai vari tipi di equa
zioni alle derivate parziali con coefficienti analitici o no alcuni procedim enti 
che si sono dim ostrati assai fecondi nella teoria e nella pratica dei sistemi diffe
renziali oppure integro-differenziali interessanti la Fisica M atem atica [2], [3].

U na prim a via nell’ordine delle idee di cui sopra consta dell’utilizzazione 
sistem atica della trasform ata di L aplace-P icone (1) ad intervallo, d ’in tegra
zione finito nello studio, collaudato dal plauso dei vari scienziati [4], della 
unicità, dell’esistenza, della costruzione effettiva e della valutazione delle solu
zioni di svariati sistemi funzionali eseguito dall’autore e da alcuni altri prege
voli discepoli [5]—[7] dell’Illustre Accademico Linceo M auro Picone [8].

L a seconda via consta, come lo m ostra l ’esempio illustrativo concernente 
l’equazione
z v ■ c2 cp 32 co 32 cp ,
Oy Jf- &V =  ^

ed il sistem a equivalente

z 0 0
3

U\ 0 I 0
3

U\

0 I 0 — — I 0 I dy U2?x
0 0 I u% 0 0 0 u%

q 0 1 U\ \ z O O U\ e ~ u  h

— 0 1 0
3
3 z U2 + O X O = 0

1 0 0 m O 0 X m 0

(3) u 1 — e~ dx > U2 = g— Xx 3cp
dy ) u% =  e~ dz ’

nella previa trasform azione dei vari sistemi differenziali considerati nei sistemi 
corrispondenti al « piano di fase » spettan ti agli spazi lineari vettoriali associati 
alla trasform azione del tipo (3) e nella risoluzione dei sistemi m atriciali

(*) Pervenuta alPAccademia il 14 luglio 1965.
(1) Ricordiamo che la trasform azione di Laplace-Picone si definisce, se, ad esempio, 

ci si ferma al éaso di una sola variabile indipendente, tram ite la formula
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ottenuti coi m etodi recentem ente elaborati, com ’è, ad esempio, il m etodo 
di determ inazione delle soluzioni deboli (nel senso di Sobolev) dovuto a 
K. O. Friedrichs [9], [io].

L a terza via sfru tta  il seguente teorem a stabilito dal prim o degli Autori. 
T e o r e m a  i . — Siano

(e ; o
dx\ . • • dx»m + ( -'__ r\ m n

dy  1 2 ■ °yn

(?)

/Tjr m,  n \
(M? ) •(— 0 "

°y 1

(?)

(p T n)
y n n

dx* dx* • ■ • dxnm

3m (n— 1)
T (-------------- _ ---------

(?)
\ u  =  o

le equazioni alle derivate parzia li corrispondenti agli operatori poliarmonici 
(M . Picene) [11], polivibranti (D. M angeron) [12] e policalorici (M . Nico- 
lescu) [13], che si riducono per q ~  1 ,n  =  2 , m ~  1 rispettivamente alVequazione 
del potenziale, delle corde vibranti e della propagazione del calore. Le convolu- 
zioni d i seconda specie del tipo d i Volterra [14] delle due soluzioni qualunque 
delle equazioni conducono ad una soluzione delVuna delle dette equazioni.

A d esempio, siano

Ue(x \ , X 2, ■ ■ ■, x m ; S i , S2, • • •, sm) ed v, ( y i , y 2 , • • •, y,„ ; s i , s2 , ■ ■ -, sm) 

due soluzioni dell’equazione ( E f ’??). Allora 

(4) uh ( x i , X2 , ■ ■ ■, x m ; y i , y 2 , ■ • •, y m) =

J u , ( x i , X 2 , - - - , x m;s1 ,S2,--.-, s„) ve (yi  , y2 , - - - , y„; s i , S2 , - - - ,  sm) d ji dx2 • • • àsm

m
è u n a  soluzione de ll’equazione (H f ,??).

In una serie di studi aventi alla base le loro Note lincee gli A utori hanno 
studiato, talvolta anche separatam ente [15]-[ 19], vari problemi al contorno 
lineari e non lineari integro-differenziali con operatori del tipo (E)-(P) e con 
argomenti ritardati. In ciò che segue si espongono brevemente alcuni risultati 
spettanti al sistema integro-differenziale con operatori iperbolici ed argomenti 
ritarda ti (2) [21], [22]

(2) In  uno studio di prossim a pubblicazione vi sarà esposta una serie di problemi al 
contorno col calcolo numerico corrispondente relativa all’equazione

(**)
d2u ( x , y )  d u ( x , y ) . .

= P ( y ) — 2 ^ LL+f(x>y) +dx dy

1
V „(*+/)

A s  (x ,y)
©
B

<3i,y (A , B)
i+j=0 l ‘J

5 (t,T)

dB,

come pure alle equazioni polivibranti, contenenti cioè le derivate totali d ’ordine superiore 
nel senso di Picone [20]

(***' h k u =
U

dx\ 3x \ ■ • • dxkm
(k =  I , 2 , ■ • •).
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(5) B [« ] 2  r,A , , y ) n  [« ,(* ) , p ,W ]
y r  *+.7=0 \

+ >y ; />T) u lx>-(0 ’ % (T)] d t d ' z \ = f 1{ x , y ,  u ( x , y)  ,u[Xl (x) , y ] ,  u[x,  Px (^)]}
T

+  J j  éK (x , y  ; /  , t ) / 2 { t , t  , u ( t , t )  , u [ou (t) , t] , u [/ , +  (t)] } àt  d r  ,
T

(6) u (o , y)  =  (y) ( y >  o) , u ( x , o) =  (x) ( x > o )  , (o) =  +2 (o) =  o,

o , x  <  o , y  =  o
u (x , y )  =

y  <  o , x  — o ,

ove Tij ( x , y)  , «K,y ( * , y  \ t , t )  (o <  * +  j  ^  1) , p  (*) , 3C ( x , y  ; t  ,t) , + ) ,  (x)
sono funzioni continue note per tu tti x  , y  e [o , a] , y  , t  G [o  , b] ; T [1 9 ]  e le 
funzioni a t-, e py hanno la form a solita di funzioni ad argomento ritardato
[23], [24]-

2. H anno luogo i seguenti teoremi.
T e o r e m a  2. — NelVipotesi che le fu n zio n i f \  (x , y  , z± , #2 , £3) soddisfano 

ad  esempio, nel dominio  è  [22] condizione di L ipschitz rispetto ai loro argo
m enti 3°-5°. *

(7) | f i  (x>y yWi , W2 , w f )  — f - ( x  , y , v  1 , v 2 , Vs) I <  hi ( x , y )  2 J  j
£=1 w k — vk I,

o <7 hi (x ) y )  (1 — 1 , 2) sono funzioni note e se ha luogo Vineguaglianza 

(8) lQ =11 — m ax f f 2  | (# , y ; t , t )  j h- (/, t)  d/ d r > o , S) == [o , 0] X [o , £],
' 2) J  j  i=\T

7/ sistema integro-dijferenziale (5), (6) possiede una soluzione unica dotata d i

derivate continue ----^  ^  ^  , —?̂ xdy^ ’ ottenibile, seguendo il  principio
di Banach [25], dalV equazione integrale

(9) (x ,y )  =  F i (# ,_y) 4- J J  r  (T ,9/ ; t  , t )  Fi (* , t )  d /d x  =
T

F (* >T) +  J J  Ml (*> T ; l > T 1 u ( t  ,x) , « [ai (/) , t] , « [/ , Pi (t)] }

+  M 2 (x  y  y  ; t  , t ) / 2 { t  ,T ,■«■(/ , t )  , « [ai (if)., t]  , u [t y pi (t)] } dt d r ,
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ove

(io) F1( x , y )  =  g ( x , y ) + j ^ dti (x,  y  ; ? , t ) / i  {? ,t  , u ( t , x ) , u  [ai (?) ,t] , u [ t , (3i (t)]}

+  ^ 2  (x , y  ; t , t ) / 2 \ t  , t  , u  (? , t )  , u [ai (?) , t]  , u [ t , Pi ( r ) ]} d /d T ,

mentre F ( x , y  ; t , t)  è i l  nucleo risolvente del nucleo Poo (pc, t; t , t )  +  Poi f i , y  ; /  ,t) 
+  Pio (# , _y ; t , t )  figurante nelV operatore

(11) R [u] =  u ( x , y )  —  f f  2  P,y O  . V t , t )  u  [a,- (?) , py (t)] d? d r  =
J J  *'+.7 = 0 T

g  O . y)  + <̂ 1 , y  ; t , t ) / i  [ ? , T , « (? , t)  , u [ai (?) , t] , u  [? , Pi (t)] }

+  <̂ 2 (x , y  ; ? , t)  / 2 [ ? , T , u (?, t)  , u  [ai (?) , t ]  , u [ t , (3i (t)] ] d / dir

TEOREMA 3. -  NelV ipotesi che sono soddisfi atte le ineguaglianze 

(12) m ax \ f i  { x  , y  , w  (x , y )  , w  [ax (x) , y \  , w  [x , px ( y ) ] }

— f n { x , y , w ( x , y )  , w  [ai (x) , y ] , w [ x , $ i  (y)]} \ < k  s : (2 <r,-) , (i = 1 ,2 ) ,

ove si è posto

0 3 ) ci,-=  m axJJjM ,-(a: ? ,r)j d?dx (3 =  1 , 2 ) ,

la soluzione del problema (5), (6) è stabile nel senso che si ha

(h ) : (fi > y)  — -vo f i  , y)  ì < Mi f i  , y  ; t , t )

f i \ t , t  , w (? , t )  , w [a i (?) ,t ]  , w [ t , P i ( t ) ] ] — f n [? , t  , w (?, t )  , w [ a i (?) , t ]  , w [?, P i( t ) ]  }

+  M-i (.r , y , t , T ) fa  [ ? , t  , w  (? , t )  , w  [ai (?) , t ]  , w  [? , Pi (t)] }

dt dr : lo ,

(x , y )  6 © ,

— fw,  [ ? , T , w  ( t , t )  , w  [ai (?) , t ]  , w [ t , Pi (t)] }

(15) I U (x , y )  —  w  (x , y) \  <  s ,

essendovi w  f i  , _y) data dall' equazione integrale

(16) m ( x , y ) = ^ F ( x , y ) + i  j j Mi (.r,:v ; ?..-;/n  {/ - ,  w (? ,t) , « '[ai (?) - ] rt’[?, p i(r)] |

+  M 2 (x  , y  ; ? , t ) / 22 {? , t  , w (? , t )  , w  [ai (?) , t ]  , w  [? , pi (t)] } jeU d r ,
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ottenuta dal sistema integro-differenziale (6) e

Ci 7)

+
T

B [w\ = / u  [x , y  , w  (pc , y )  , w  [ai (x) , y] , w [ x  , Pi (y)] }

(x , y  ; t , t )  /22 {t , x , w  ( t , t )  , w  [ai (if) , t]  , w [ t ,$ i  (t)] } àt  dx ,

ove le fu n z io n i f i{ (■') (i — i ,2 )  sono certe trasformate delle funzion i /1 ( • ) e
M - ) -

T eorema 4. -  Sia

(18) 32 z' (x  , jk) ^ dv ( x , y ) 
3* 9ji. ^7— 2c+y—0

r ;j (x , y) v [y,- (x) , 8y (j/)]

+ J j ' ^ y ( x , y d , x ) v [ r f t )  , 8y(x)] d/dx |=/i{x,4/,y(ar,_y) .zTYiG) , ;v], z> [* > 81G)]}

+  I j  ^  0  . T ; * , T> h  { t  , T , V ( t , x) , v [n  ( t )  , t]  , V  [ t , 81 (t)] } d t  dx
t '

Vequazione corrispondente alle perturbazioni degli argomenti ritardati oca (oc) e 
Pi (y).  Poiché dalle (18) e (6) ne segue

(19) v ( x , y )  =  F ( x , y ) - %  A ij ( .x,y; t - ,x){v[a,-(0  , Py (t)] — V[y,- (t) , 8y (t)] }
i+j= 0

—  2  M <- (x >y ; * >^)f i  G  >T . . » [Yi (0  a ] , » [* > yi (x)]} d y d x ,Z = 1

si è posto

(20) A,y (x , y  ; /  , x) =  T (* , 4/ ; t , x) r{j ( t , x) ,

ha luogo V ineguaglianza

(21) \ u(x. , y)  —  v ( x , y ) \ < j !  \ A;j(x , y  ] t  , f \ f  K  ( t ) , py (x)] — & [y,- (/), p (x)] |

2

+  2  iM * G . y  ; t  ,x) | hk ( t , x) 2
k—l 2+̂ =0 [«»■ (0 - Py 0)1 —  v K  (0 > Py CO] |

+  | V  [a,- (0  , Py (x)] —  57 [Y; f )  , Sy (x)] | d t dz:

e nelle ipotesi della validità delle (8) e della (22) spettante alla v (a , (3),

(22) j V  (a,- , Py) —  v (Y,• , 8y) I <  k [ | a,- —  Y« I +  I Py — Sy I ] > k =  const, 

o <  a,- , Y/ <  « , o <  Py , 8y <  b ,

3- RENDICONTI 1965, Voi. XXXIX, fase. 1-2.
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quest'altra

(23) m ax \ u ( x , y )  - v ( x , y ) \  m ax f e l l  [ |a i (7) ~  Yl (t) j +  | fa (x) —  Si ( t )  I ]
3) 2) JJT

X
' 1 2

2  I A #  (#  , r  ; t , t )  I +  2  ( /  > T) I M t- (#  , _y ; t , t )  |.
y+y=o

dx <C c ,

<9Ẑ .S7 £ supposto

(24) m ax [ I Oti (a:) —  Yi 6 ) I +  I Pi (y)  '— Si 69 | ]

/•/•[ 1, 2
<  £ : m ax ^ / / 2  | A,y (* , y  ; t ,  x) | +  X  6> t)  | M,- (* , y  ; t ,  x) |

2) JJ  L*+y=o 2-i
dx .

Nel caso poi in cui le perturbazioni delle funzioni oci (V) e fh (y) sono tali che 
Yi ( x )  =  x  , h ( y )  =  y ,  l ’equazione integro-differenziale (18) rim ane priva 
degli argom enti rita rd a ti e la validità delle condizioni (8), (22), (24) conduce 
alla vicinanza d ’ordine s delle soluzioni dei problem i (5), (6) e (6), (18) cor
rispondenti rispettivam ente agli argom enti ritarda ti ed agli argom enti ordinari.

3. Costruiamo adesso in vista alla programmazione per le calcolatrici 
elettroniche soluzione approssimativa del problema (5), (6). Prendiamo le 
mosse dall’equazione (11). Per la striscia o <  x  <  xi  , o <  y  <  y \  (x =  x ( 
(i =  1 ,, 2 , • • • , « ) ;  y  — y j  (J  =  1 2 , • • •, ni) 6 ®) si ottiene

1  X  y  '

(25) u n  ( x , y)  — g  (x , y )  +  2  tyi [j3y (y)] ( f  P,y (x  , y  ; t , x) dx dt
ì+j= o J J0 0

r x  y

(x , y  ; t , x) dx d/
o o

x  yJ j  <̂ 2 (oc, jr ; t , x) dx d/ ,
oo

mentre per la striscia o <  jy <  ^  , x ± <  * <  *2 si ha

1 x  y

(26) « a  ( x , y )  = g ( x , y )  +   ̂ j JJP ,y  O  , jK ; /  , t) [a,- (*) , py (t)] dx dt
00
a: ji/

+  uu  fa* (xj) , Py 6 9 ] j" j" P,y (x , y  ; t , r) dx dt  |
ò ó

xx y

y l !  j «Ha ( x j y  ; t , x) f i  [ t , x , un ( t , x) , un  [oq (t) , x] , un  ( t , ^  (x )]} 
ò ò

+ A ■ y  A i  ( y ) , 69 ' , <h [Pt (y)]

+  / i y  > ( y ) , <k 6 9 , [Pi 6 9 ]
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+  ^ 2 ( x , y ,  ^ , t ) / 2 p , x , u1± ( t , x) , u u  [a, (t) , t ) ]  , un  [t, (x)]}j dx d t

x  y

+ / i { * i , y , «11 ( x i , y ) . « n  K  (x i) > y] > uv. [*i  » Pi (y)] 1 1 ( * , y  ; Cy) dx d*
Ó
a: ^

+  / 2 ^ 1  , y  , U n ( x i , y ) , x u  K i O i ) > y ]  , u n  |>x,Px(y)]} j  J ̂ ( x , y  ; Jf,x) dx d£
0

e così via. A ll’uopo di valutare l ’errore commesso, sia v± (x , y) soluzione 
approssim ativa de problem a (5) , (6) corrispondente alla prim a striscia. Si 
ha per conseguenza

 ̂ x y

(27) (#,;)/)—  g ( x , y ) —  2  P y ( ^ ,y ; i f.x)2'1 [a,-C0,Py(x)]dTdif
*+.7=0 J J00

« .y

— / j*I ^  ^  ’y  ; * ’T̂ 1 ^  ’T ’ Vi ^  ’ T) ’Vi fai ^  1/  > Pi (T) ] }
00

+  3t z (x , y  ; t , x ) / 2 [t  , x , vx ( t , x) , v x [oc, (t) , x] , Vl [ t , p, (x)]} | dx At

e, nell’ipotesi della valid ità delle condizioni (7) come pure dell’ineguaglianza
x y

(28) / i » = i — m ax  I X  |P y ( ^ ,y ; *,t ) . I + 2 A f c y ) l ^ i ( y > y ; * a ) | dxd*> o ,S)i J J (*'+/=0 *=1 ■ )0 0

tenendo conto delle (7) e (28),

(2 g) m ax  ] u (x , y)  —  vx (x , y)  | <1 m ax | rx (x , _y) | : l\ n =  1̂ « ,
©1 ' 3)i

(30) | « (y , y)  —  ^  <y , y )  I <  In  (x , y) |
x  y

+ xi* / /  X  Ip,>-(y > y  ; y  y) | + 2 * I ( y  >y ; t >y)!A (?>y) | d x d /  ( ^ , y ) e % -
J J- (ì+j-^0 i= 1 )0 0

In modo affatto analogo, m a, naturalm ente, tram ite i calcoli molto più laboriosi, 
si ottiene la valutazione degli errori commessi spettanti alle striscie successive.
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