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Analisi matematica. — Valutazione dei moduli delle soluzioni dei
problemi al contorno non lineari spettanti ai sistemi politvibrants con
rimanenze ed argomenti ritardati. Nota © di DEMETRIO M ANGERON
e L. E. KrivoSein, presentata dal Socio M. Prcone.

1. Il primo degli Autori ha elaborato nel quadro di una teoria unitaria
dei problemi al contorno lineari « ben posti » [1] spettanti ai vari tipi di equa-
zioni alle derivate parziali con coefficienti analitici o no alcuni procedimenti
che si sono dimostrati assai fecondi nella teoria e nella pratica dei sistemi diffe-

.renziali oppure integro—differenziali interessanti la Fisica Matematica [2], [3].

Una prima via nell’ordine delle idee di cui sopra consta dell’utilizzazione
sistematica della trasformata di ILaplace-Picone ® ad intervallo. d’integra-
zione finito nello studio, collaudato dal plauso dei vari scienziati [4], della
unicita, dell’esistenza, della costruzione effettiva e della valutazione delle solu-
zioni di svariati sistemi funzionali eseguito dall’autore e da alcuni altri prege-
voli discepoli [5]-[7] dell'lllustre Accademico Linceo Mauro Picone [8].

La seconda via consta, come lo mostra 'esempio illustrativo concernente
I’equazione

22 32 32
\ ¢t ¢ ¢ __
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ed il sistema equivalente
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nella previa trasformazione dei vari sistemi differenziali considerati nei sistemi
corrispondenti al « piano di fase » spettanti agli spazi lineari vettoriali associati
alla trasformazione del tipo (3) e nella risoluzione dei sistemi matriciali

(*) Pervenuta all’Accademia il 14 luglio 1965.
(1) ‘Ricordiamo che la trasformazione di Laplace-Picone si definisce, se, ad esempio.
ci si ferma al ¢aso di una sola variabile indipendente, tramite la formula
T (x)

/e“T(x)"”‘] ulx ,Hdt = u*(x,A).
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ottenuti coi metodi recentemente elaborati, com’¢, ad esempio, il metodo
di determinazione delle soluzioni deboli (nel senso di Sobolev) dovuto a
K. O. Friedrichs [9], [10].
La terza via sfrutta il seguente teorema stabilito dal primo degli Autori.
TEOREMA 1. — Szanmo

myn o mn @
ENso— T 0 | u=o0,
oxy oxy - - - ox, T oy -3, ’
mn i (2)
OH;E"><‘_?”?“;* — (=) ) =0,
' oxy dxy - -+ Ox), Yy 3y, - 3y,
- amn o7 (1) @
P 37 — 4 (—1 m(n—1) U =0
Fe) a7 dxl .. a7 =0 S Y

le equazioni alle derivate parziali corvispondenti agli operatori poliarmonici
(M. Picone) [11], polivibrant: (D. Mangeron) [12] e policalorici (M. Nico-
lescu) [13], che si riducono per g =1,n =2 ,m = 1 rispettivamente all’ equazione
del potenziale, delle corde vibranti e della propagazione del calore. Le convolu-
ziont di seconda specie del tipo di Volterra [14] delle due soluzioni qualungue
delle equazioni conducono ad una soluzione dell'una delle dette equaszioni.

Ad esempio, siano

. A .
”e'(xl,xzr"':xm)sl»sz""7§m) ed Ue<y1»y29"',ym’31:32y"'ysm)
due soluzioni dell’equazione (Ei"”). Allora

(4) u};<xlyx2,"':xm;ylyyz)"'xym):

J"'J%e(xlaxm'",xm;51;52,"‘M"»;)%(J’l,yz,' ",J/m§31,52,"',5m) d.&’ld&‘2~~'d3m

—_—

m

¢ una soluzione dell’equazione (H{"").

In una serie di studi aventi alla base le loro Note lincee gli Autori hanno
studiato, talvolta anche separatamente [15]-[19], vari problemi al contorno
lineari e non lineari integro%iifferenzi'ali con operatori del tipo (E)-(P) e con
argomenti ritardati. In cid che segue si espongono brevemente alcuni risultati
_spettanti al sistema integro-differenziale con operatori iperbolici ed argomenti
ritardati @ [21], [22]

(2) In uno studio di prossima pubblicazione vi sard esposta una serie di problemi al
contorno col calcolo numerico corrispondente relativa all’equazione

Pu(x,y)

. * 1 .
) TR s D e + } f S A B [0, & (] dB,

ox i47=0 j.l
A=(x,9) , B=(,7)

come pure alle equazioni polivibranti, contenenti cio¢ le derivate totali d’ordine superiore
nel senso di Picone [20]

(***) Dkus gk u (b=1,2,---).
Qxf Bxg uoaxfn
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1

_ Pu(x,y) au(x,y)_
() Bl ="55" —p =57 — X

7y () u [ (2), B ()]

—|-fféi{,»j(x,y s2,7) ula (2),8,(0)] dz‘dr%:fl{x,y, w(x,y),ulo1(x),y],ux,P1(»)]}

T

—{—ff&ﬁ(x,y;z‘,'r)fg{z‘,*r,u(t,‘r),u[ocl(t),T],u[I,Bl('r)]}dtdr,

©) u©,»=%0) (y=0) , u(x,0)=da(x) (x=0) , $1(0)=12(0)=0,

( ) o, x<<0,y =0
u(x,y) =
¥ o, y<o,x=0o0,

ove 7y (x,;y) ’ J{ij (x,y; l("r) (0 <i4-;< 1) :p<x> , K (x,y;t,r) » 4’1()’):4’2(@
sono funzioni continue note per tutti x,y€[0,a],y,v€[o0,8];T [19] e le
funzioni «; e f; hanno la forma solita di funzioni ad argomento ritardato

(23], [24].

2. Hanno luogo i seguenti teoremi.

TEOREMA 2. — Nell'ipotesi che le funzioni f; (x v, 21,22, 23) soddisfano
ad esempio, nel dominio S [22] la condizione di Lipschits rispetto ai loro argo-
menti 3°—50, .

3
<7> Ifz'(x’y’wl ) W2 )w3) ““ﬁ'(‘x’y’ v1,02, v3)’£ /Zz' <x’y>,521 ’wk_“vkly
ove 0 < by (x,9) ({ = 1,2) sono funzioni note e se ha luogo l'ineguaglianza

2
(8) ZO:I~maX[/E{M,~(x,y;z‘,‘r)|h,~(t,’r)dtd'r>0, D =[o,a] x [0, 4],
D 7=1 '
T

il sistema integro-differenziale (5), (6) possiede una soluzione unica dotata di
ulr,y) Su(x,y) Pu(x,y)
ox ’ cy ’ o dxay

di Banach (23], dall'equazione integrale

derivate continue

, ottemibile, seguendo il principio

(9> u(x,y)=Fl(x,y)—I—ffl"(x,y;t,T)Fl(t,r)dl‘drE

FQx',y)+JJ[Ml(x,y;zf,f)fl{l‘,f,%(t,’r),Z?[al(f)yfl»%[f,ﬁl(f)]}

+Me (@, yit,7) falt,m,u(, ), uln @, 1], ult, (9]} dedr,
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ove

(1) Fie,) =g+ [ [ |06, yit Al @0 0l @ 2l o))

+ Ko (x,y;t,%0) felt, v, u(t,v), ulon(t),7],nlt, 1 (r)]}|dedr,

mentre U (x, v ;¢,7) & il nucleo risolvente del nucleo Poy (x,t;¢,7)+Porlx, y; 2,7)
+ Pw(x,y;2,7) figurante nell’ operatore

(11) Rlul=u(x,y)— E Py y;t, ) ulo; (@), ()] dedr =
g i+7=0

e+ [y DAL s w09, @)

T

—{—J{g(x,y;z‘,*r)fg{t,T,u(t,‘:),u[oq(z‘),T],u[z‘,@l('r)]} dzdr.

TEOREMA 3. — Nell'ipotesi che somo soddisfatte le ineguaglianze
(12) max [fi{x,y,w @, ), wle (@), 5], [x, b ()]}

"_fii{xry’rwc‘f)y) !w[a1<x>)y] ?w[xr Bl (y)]}l<[o€:<26i), (Z.:I’Z)J
ove st ¢ posto

(13) c,.=maxfflMi(x,y;t,'r)[dtdr (f=1,2),
)
T
la soluzione del problema (5), (6) é stabile nel senso che si ha
(14) u ) —w )= | My
T
N fl{t’T)w<l’T>’w[°‘1<t>’T]’w[t’BI(T)]}—fll{fﬁ)w(t’T))w’[“1<t>17])w[fy @1(”)]}
+Me(x,y,t,7) | fe{t, 7, wl, %), wu(@), ], w[z, B (7)]}

_fzz{z‘,*r,w(z‘,w)k,w[al(t),*r],w[t,Bl(T)]}Hdz‘d‘r:Zo, '

(15) |n(x,y)—w(x,y)| <e, (x,»)€eD,

 essendovi w (x,y) data dall equazione integrale

(16) ‘w(x,y)f—‘F(x,y)+J‘f§M1(x,y;z‘,'c)fu{t,f,w(l,T),w‘[al(?f),TJW[f:&(’f)]}

+Me(x,y;¢,0)feeft, v, w(,7),w[u(),7],w[,P1(x)]}drdr,
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ottenuta dal sistemma integro-differenziale (6) e
(17) Blwl=/ulr,y,wx,y),wlu@),y],w[x, ()]}

~{—ff@{<x,y;f,r)fzz{t,’r,w(z‘,T),w[oq(z‘),'r],w[z‘,@l (M]}dedr,
T

ove le funzioni f;; (-) (i = 1,2) sono certe trasformate delle Junszioni f1(-) e
S2 ().

TEOREMA 4. — Sia

N 1
08  TEEN o pm el ¥

x 3}/ Bl 7y (x )y> v [Yz ()C) 3 Sj‘ <J/>]

=filx, v, 0(x,3), v (x),v],0[x, 81 ()]}

+ f f Koy, 007, (1), 3, (5)] de s

+ ({J{(x,y;z‘,'r)fg{z‘,‘r,v(z‘,‘r),v[}q(t),*r],?/[Z,Sl(f)]}dtd'r

T

lequaszione corrispondente alle perturbazioni degli argomenti ritardati o1 (x) e
B1 (v). Poiché dalle (18) e (6) ne segue

(19) v(x,y)zF(x,y)“f]szoAzy(x,y;m){v[ai(l‘),Bj(f)lmv[“fi@,SJ(T)]}

——;Mi(x,y;l‘,'r)f,~{t,'r,7j(l‘,'r),v[Yl @ =], vz, v (x)]}dedr,

ove st ¢ posto
(20) Aj,y;t, =" (x,y;t, 07y, 7),

ha luogo Iineguaglianza

0 Jute ot =[] | 3 Ay ol @, 1 —ol 0.6

247 =
T

1

2
+ ZMw,yi 2,90 B [|u[os,-<r>,@-(r)]—v[a,-@,@j@];

+7=0

+ ' 7}[(11 <t> ’ Bj (T)] —v [Yi <t> ,7 Sj ('7)] |} % d¢ dr

¢ nelle ipotesi della validita delle (8) e della (22) spettante alla v (o, P),

(22) (o, B) —v (s ) <& [ —vi |+ [ B — ], % = const,
’ Ogdi,Y,'gd ) ngj’afgb’

3. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXIX, fasc. 1-2.
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quest’altra

23) maxlu(x,y>~v(x,y>|3maxéf [oa () — 12D+ B (5)— 31 ()]
D [O)

[E |A, (v, ;¢ T)y+2h (¢, yM,.(x‘,y;,:,¢>y}dzdr<e,

i+
ove st ¢ supposto

(24) max [|a (&) — 1 ()] + [1 () — 3 ()]

,
<e:maxk//
2 4

Nel caso poi in cui le perturbazioni delle funzioni o (x) e B1 (¥) sono tali che
11 (x) =x, 31 (y) =y, I'equazione integro-differenziale (18) rimane priva
degli argomenti ritardati e la validita delle condizioni (8), (22), (24) conduce
alla vicinanza d’ordine ¢ delle soluzioni dei problemi (3), (6) e (6), (18) cor-
rispondenti rispettivamente agli argomenti ritardati ed agli argomenti ordinari.

1

2 A, (v, y;t T)y+}_‘,/z ¢,%) M, (x, v ¢ T>|} dzdr.

itj=

3. Costruiamo adesso in vista alla programmazione per le calcolatrici
elettroniche soluzione approssimativa del problema (5), (6). Prendiamo le
mosse dall’ equa21one (11). Per la striscia o <x <x1,0 <y <y (x = x;
G=1,2,-n);y=9(G=1,2,--,m€D) si ottiene

1 ~ R

¢3) uu<x,y>=g<w>+iﬂ2:0¢1[@f<y>]fflwx,y;z,r>dvdt
00

+ A {O ' Vo (’I"l (_'V) 1 (_:V) s b [B1 (JO]} ffal (x,y;f,ﬂ dr d¢
00

+ /2

0, ¥, b (), (), <y>]} ”éw (r,y;t,7) drde,
00

mentre per la striscia 0 <<y <<y, ,%, <x <, si ha

) wme)=gE Nt 3 f f 502587 [, 0) By ()] e

Z j*

+ g [os (1) 5 B ()] ffP,y (x,y;¢,7)drds ;
00

+ f %J{l(.fxay;t’7>fl {t"t;%ll (t!T>ru11 [O('l <t>’T]’u11 (Z»Bl (T>]}
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+ Hax,y;2,7%) falt, v, un(¢,7%) , gy [oq (), )], w01 [2, By (B)]}( dr dz
+ Afx, vy, wn (2, ¥) gy [ (1), 3], gz [21, By ()]} fJ Hi(x,y;¢,7)drde
% 0

x ¥
"l"fz{xl ¥ sty (X1, ), %11 (o (1), v] 5 oan [21, Ba (J’)]}f He(x,y;2,7)dvds
% 0

e cosi via. All'uopo di valutare l’errore commesso, sia z; (x,y) soluzione

approssimativa de problema (5), (6) corrispondente alla prima striscia. Si
ha per conseguenza

1 34
@) nen=n@N—een—3 [[Pserinnx0.pEme
00

_ffgg{l <x’y;l"7)f1{t,’r)lyl (tr7>:vl[a1 (t)”r];yl [Z!BI (T)]}

00
(e, y5 D Al 0 R o lm O, w ke, b (D]} dede

e, nell’ipotesi della validita delle condizioni (7) come pure dell’ineguaglianza

P 2
(28) Zln:l_‘max/fg.x \P,-j-(x,y;z‘,T)H—E]}zi(z‘,T)jJ{,-(x,y;z‘,T) dvdz>o,
@xbo i+7=0 i=1
tenendo conto delle (7) e (28),
(29) maxiu (x :y)_vl (x 7.y)‘ émaxlrl (x ny : Zln :)\ln:
FON M
(30) luw (2, 9) —vy (2, 9)| <|r (%, )]
x 'y
1 2
+-)\1,,/‘/ EO’Pij (x,v; f,T)}—}—El]J{;(x,y;l,T)‘k,—(l,’t’) drds  (x,y)e9,.
S libs= i=
b o

In modo affatto analogo, ma, naturalmente, tramite i calcoli molto piu laboriosi,
si ottiene la valutazione degli errori commessi spettanti alle striscie successive.
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