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Analisi matematica. — Introduzione nello studio dei sistemi poli- 
vibranti con rimanenza ed argomenti ritardati. Nota I ^ di D e m e tr io  
M a n g e r o n , presentata dal Socio M. P ic o n e .

1. O ram ai il classico libro di Lezioni di A n a lis i M atematica  dovuto allo 
Illustre Accademico Linceo M auro Picone [i]  constituisce anche tu tto ra  
l ’inesauribile sorgente di nuove ricerche. Lim itandoci a ll’ordine di idee di que
sta N ota, sottolineam o, ad esempio, la vasta mole di r is u lta ti  conseguiti d a l
l ’autore e continuata poscia in collaborazione col prof. L. E. Krivosein [2]-[5] 
concernente vari sistemi di equazioni funzionali spettanti alle fu n z io n i d i 
dom inio  [ i, cap. IV, § 3, pp. 465-506]. L ’attenzione e l ’interesse del mondo 
scientifico è stato  destato soprattu tto  dalla problem atica spettan te alle equa
zioni funzionali concernenti le funzioni di dominio « rettangolari », di cui il 
prototipo è il problem a al contorno [6]-[8],

( 0  [A (x) u  XB (x ) u]' +  X [B (x) u  -f- C (x) u \ =  o ,

(2) « |FrR =  o , x  =  (xi , x 2 , . . . , x „ )  , R  =  R [xf <  x. <  x t * }

(i =  1 , 2 ,. . . ,  m) ,

posto e risolto anni or sono d a ll’autore, per la prim a volta per le equazioni non 
ellittici, nella sua Tesi di laurea [9] sostenuta presso una commissione presie
duta dal suo am atissim o e venerato M aestro M. Picone, nel prim o lustro dalla 
creazione da Lui im pareggiabilm ente condotta dell’Istitu to  per le A pplicazioni 
del Calcolo [io ].

L a novità del problem a (1), (2) consta nel fatto che il dominio « re ttan 
golare » R  [ x f  <  x . <  x f * } è ad m  dimensioni, m entre col simbolo u' si è 
notata  la derivata totale prim a

(3) u  =  D u  = dxidx2dxm

nel senso di Picone [i i ].
Nella sua altam ente g rad ita  conferenza tenutasi a Iasi nel 1937 [12] il 

geniale M aestro, pu r sottolineando la vasta p o rta ta  dei risu ltati conseguiti 
dalPautore nel dom inio delle equazioni alle derivate totali [13]—[15] esem
plificava tale po rta ta  col seguente teorem a fondam entale:

(*} Pervenuta all’Accademia F8 luglio 1965.
(1) Chiamati dall autore equazioni con operatori di Picone [4], [5]> oppure equazioni 

polivibranti, e conseguentemente da taluni discepoli ed altri noti scienziati [16], [17] equa
zioni di Picone-Mangeron.



D em etrio M angeron, Introduzione nello studio dei sistemi, ecc. 23

A d  una funzione f ,  da definirsi nel cubo Q si possono arbitrariamente asse
gnare i  suoi valori su i vertici del cubo, le sue derivate seconde totali sulle costole, 
sulle facce e nelV interno del cubo, in  seguito a che essa riesce determinata e data 
dalla form,ola\

(4) / = / 000 ( 1 — x) (1 — y )  (1— z) + / 010(i — x ) y (  1 — z) + / 001 ri— x)  (1—y ) z

+  / 011 (1 —  x ) y z +  / 10° x ( i — y ) ( i  —  z ) +  f 110 x y ( i — z ) +  / 101 x ( i — y ) z
1

+  / m  xyg +  2  | (1 — y)  (1 — z)(x, y,z) [ . J

1 1 1 
+  y ( . l — s ) j n * ,  S ) / “  (?) à t + ( l - y ) z  j  S (* , S)/® 1 ©  d Z + y z  J s  ( x , {■)/“  (£) d£ 

ò Ó7 0
1 1 1 1

+ J E j ( i  — x ) j  f® ( y ,  rù § ( z  >?)/* (4t ) dy) d?+ * j j  ® (y, 4) § 0* t ) / i  (4t )  d4 d?
0 0  Ò 0

111

+  J j f  § (* , ?) § ( 7 , 4 ) ®  OC ? ) / "  (? , 4 ,9 d? d4 dC ,
0 Ò 0

ove § (x , 5) designa la fu n zio n e  d i B u rkh a rd t(2) :

( s ) 6 ( * , d  = u * _ , ) ’ per
( =  # (E, —  1) , per  ̂ >  oc ,

£ z term in i delle sommatorie si ottengono, afo quella scritta , operandovi le sostitu
zion i circofari (x , y  , z), (H,, 7] ,  £).

In ciò che segue si stabiliscono le condizioni di unicità, di esistenza e di 
stab ilità  delle soluzioni spettanti al sistem a « polivibrante » del prim o ordine 
coi term ini di rim anenza ed argom enti rita rda ti lineare (6), (7) m entre nella 
N ota seguente e successive, elaborati in collaborazione col prof. L. E. Krivosein, 
si daranno  le valutazioni dei m oduli delle soluzioni dei problem i lineari o no 
di cui sopra e si esporrà una problem atica analoga spettante ai sistemi poli v i
bran ti di ordine qualunque a due e più variabili indipendenti.

2. Consideriam o l ’equazione poli vibrante del prim o ordine lineare con 
argom enti rita rd a ti

x y

+  X rv \(x > y )  u [«*• (*) > Pi (y)] +  / j dtij ( x , y  ; t , x) u [a; (t) , (3 • (x)] dx dt > 
»+y-o ( . / . / . ■  ì

0 0

(2) Vari generalizzazioni della funzione di Burkhardt dati dall’autore [11], [18] song 
stati chiamati funzioni di Burkhardt-Mangeron [7].
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con le condizioni di frontiera

(7) u ( o , y )  =  ' P i ( y ) ( y>o)  , u ( x , o) =  (x) (x >  o) , ^  (o) =  fa (Q) =  <

u ( x  , y )  =
o , X <i O , y  =  o }

o , y  <  O , X =  O,

ove r iy- (x , y )  , Si-y (x  , y  ; / , t)  (o <  i +  j  <  i) , p  (x) , /  ( x j/) sono funzioni 
continue note per tu tti x  , t e  [o , a] , y  , r  e [o , è] ; $  =  [o , a] X [o , b], 
m entre <x; (x) , (y )  denotano gli argom enti ritardaiti. D a ll’equazione (6),
tendendovi conto dalle (7), si ottiene

(8) u ( x , y )  — '-̂ 2 (x) 4̂1 (y )  exp 1 p  (x) dx exp
ó b ò -ò

p  (x) dx  —  j  p  (t) d t

/  (/ > T) +  X  I rij (t , x ) u  [a,- (t) , p ■ (t)]
*+y=o f

d# d 't+  [  j  31ìj (t ri) u [a,- (£) , py (yj)] d£ dir)
ó 0

g ( x ',y) +  l l  X P.y Odl; t , t ) « [a; (*) , p.(r)] dt dx .

H a luogo il seguente teorem a:
I l  sistema  (6), (7) possiede nel dominio  ® soluzione unica dotata d i  

derivata totale p rim a  continua e , questa soluzione è .data dalla soluzione del
l'equazione integrale (8) ad  argomenti ritardati \  19]—[22].

3. L a soluzione del problem a (6), (7) è stabile se le funzion ip ( x ) , f ( x , y ), 
Tu (x > y )  > ( x , y  ; t , r ) , f a ( y ) , fa (x ) si sottopongono alle perturbazioni con
tinue. In fa tti, considerando invece del problem a (6), (7) il problem a

(9)
32 w (x  ,y)  

dx dy =  p! (x) dw ( x , y )  
dy + / 0  , y )  +

1 lX aij (x , y ) w  [oc,- (x) , p ■ (4/)]
*+/=0 1

+ jj Z i j ( x , y ; t , t )  Zi/ [a,- (*) , Py (t ) ]  df dx j ,
T

(io ) w ( p , y )  =  <pi(y)(y>o) , w ( x , o ) = y 2 (x) ( x > o )  , <pi (o) == cp2(o) =  o,

x  <  O , y  =  o , 
j / < o , j = o ,> .y) —

O , 
O ,

e proseguendo i calcoli analogam ente con ciò che si è fatto  per I9. deduzione 
dell equazione in tegrale (8) si perviene alla seguente equazione integrale ad
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argom enti rita rd a ti

( n )  w ( x , y )  = g i ( x ,  y )  +  fi 2  N,y ( x , y  ; t , t )  w  [a,- (t) , (3,- ( t ) ]  dt  dT .
J J  *+/=o
T

Si ha per conseguenza

C1 2 ) \ u ( x  , y ) — w  (x  , y )  | <  \ g2 (x , _y) |

+  ff 2  P,y (*  , y  ; t , t )  { «  [a,- ( 0  , Py ( t ) ]  —  w  fay (t) , (3y ( t ) ]  } | dt  d x  , 
JJ  ■ *+y=o
T

ove si è posto

( u )

+

^2 (* , y )  = g ( x  , y )  — g l (x , y)

I w  [P.y (x , y  ',t , x) —  N,y (x , y  ; /  , t ) ]  w  [a,- (/) , (3 - ( t ) ]  dt  < Jt ./ 2 -4- 7=̂0

D alla (12), tenendo conto della supposizione

(h )

ne segue

O .v

/  =  1 —  m ax / / 2  I P y  (* , y  ; t , t )  I cP dT >  o ,
3) JJ i+j=§

T

I u (x  > y ) ~  w  (x  > y )  J <  m ax | g  (x  , y )  I : /  .
.3)

Epperciò, se, ad esempio, hanno luogo le ineguaglianze

(16) \g  (x , y )  —  g ì (x  ,y )  | <  U : 2 ,

(17) m ax | P,y (x , y  ; t , t )  —  N,y ( x , y )  t , t )  j
%

<  le: 2 m ax

risu lta pure

(18)

lax  / / 2 -  | W [a* (*) > P; (T)] I dT
3) ././ *+j=0

I ^ (a > y )  — w (A , y )  | <c e -, (* , j )  e ® ,

e con ciò la validità dell’asserto.
Consideriam o adesso il problem a della stabilità della soluzione del si

stem a (6), (7) rispetto alle piccole perturbazioni delle funzioni ai (x), (3i (y)  rap 
presentanti il fenomeno dell’argomento ritardato . Analizziamo innanzitu tto  
il problem a (7) spettan te all’equazione
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ove To (x ) =  ao (x ) =  ^  » §0 (x) =  Po O') =  y.  Dalla (19), tenendo conto delle 
(7) si ottiene

(20) v ( x ,  y)  =  g  ( x , y )  +  2  ?ij (x , y  ; t  ,x) V [y,• ( t ) , 8y (t)] d t dv.
J  i+j=Q

Epperciò

(21) u (x , y)  — v (x , y)  =

. 2  ? i j ( x  , y , t  , n ) { u  [oc,- (t) , %  (t)] —  V [y,- (t) , 8j  (t)] } d t  d r
1

I
2-f;'-0

2  Py (x , y  ; t , t)  {u [a,- (f) , §j (r)] —  v [oc,- (V) , p - (t)] } d / dx
*+y=o

+  f f  2  Pv O  > y  ;  ̂>T) L  [a.- (0  , & (9 ] —  V [y r(0  . Sy (t)] } d# dT ,JJ Ì+J=0

D alla (21) si deduce, nell’ipotesi della validità dell’ineguaglianza (14), 
se la funzione v (a , (3) soddisfa, ad esempio, la condizione di Lipschitz

(22) I V [a,- , (3y] — V [y,- , §y] | <  k [ | a,- — y,-1 +  | Py — Sy | ] , k =  const,

o <  oc,-, y,- <  a , o <  (3y , Sy <  b,

e sono pure valide le ineguaglianze

(23) m ax j oc,- (*) —  y,: (x) | <  p ,
[0,aj

C24) m ax | Py (y)  S • (_y) | <  p ,
■to.i]

ove si è posto 

(25)

l ’ineguaglianza

P =  él : [2 /è m ax f P (x , y  ; t , t )  d / dv
© J JT

P (x , y  ; z1 , t )  =  X  ! p,y ( x , y  ; t , t )  | ,
■ ■ i+j=0

« (* » j ) , — » O  , j )  | <  £ , (x , y ) e L3)

e con ciò l ’asserto.
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