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Matematica. — Ricovrimenti puntualmente numerabilt di wuno
spazio numerabilmente compatto. Nota di GIOVANNI AQUARO, presen-
tata® dal Socio M. Picone.

Sia (U,),e1 un ricovrimento aperto dello spazio topologico numerabilmente
compatto E W, Se l'insieme I degli indici & numerabile, come & noto, esiste
una parte finita H di I tale che la sottofamiglia (U,),e u sia, del pari, un ricovri-
mento di E. Se I'ipotesi di numerabilita di I viene abbandonata, ferma restando
la numerabile compattezza, in generale non esiste una sottofamiglia finita
come quella di cui sopra.

Qui si osserva un fatto, fino ad ora non rilevato, e cio¢ che la (U,), e n, con
H finito, esiste, anche se I non & numerabile, a condizione che il ricovrimento
iniziale (U,),e1 sia puntualmente finito cio¢, per ogni punto x di E I'insieme L*
degli €1 tali che x €U,, sia numerabile (al piu).

Da cio e da un teorema di A. Miséenko in [4] consegue che se E &, in
aggiunta, regolare ed ha una base puntualmente numerabile allora E & me-
trizzabile e compatto.

Si deduce inoltre una generalizzazione di un risultato di R. Arens e J.
Dugundji (cfr. [2]) che asserisce che ogni spazio metacompatto e numerabil-
mente compatto & cornpatto.

I seguenti lemmi hanno ufficio essenziale.

LeMMA 1. — Se (U)e1 é un ricovrimento aperto dello spazio numerabil-
mente compatto e se gli U, sono non vuoti ¢ a due a due disgiunti, allora I'insieme 1
degli indici é finito.

Dim. — E riportata nella chiamata (5) a pié pagina di [1] pag. 83.

LeMMA 2. — Se (A).e1 é una famiglia discreta di insiemi chiusi non
vuoti dello spasio numerabilmente compaito ¥, allora l'insieme 1 degli indici é
JSanidto.

Dim. — Posto F = U A,, poiché la (A).e1 & discreta ed ogni A, & chiuso,
L€ 1

I' ¢ chiuso in E e quindi, come sottospazio di E, F & numerabilmente com-
patto. Poiché gli A, sono insiemi aperti non vuoti e a due a due disgiunti di
F, la tesi consegue dal Lemma I.

LEMMA 3. — Swupponiamo che NV sia wuna parte simmetrica del prodotto
EXE dell’insieme E per se stesso tale che AgCV, con Ag diagonale di EXE.
Allora esiste una parte A di ¥ tale che E =YV (A)® ¢ tale che x €A,y €A,

x=Fy implichi y € (V (x).

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.

(1) La terminologia ed il simbolismo sono conformi a quelli di [3].

(2) Notoriamente si pone V(A) ={ycE|HxeA>-(x,y) eV} Per ogni x¢eE sipone
V(x) =V ({x).
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Dim. — Denotiamo con 9 l'insieme delle parti Z di E tali che da x €Z,
y€Z,x=Fy consegna y €V () (si esclude evidentemente, il caso banale
che sia gia E = V (x) per un x € E). Poiché ¥ ha carattere finito, per il teor.
di Tukey, 2 ha un elemento massimale A. Si constata immediatamente che A
¢ la parte di E prevista dalla tesi.

Dopo queste premesse ¢ immediato dimostrare la proposizione di cui nel-
I'Introduzione.

PrOP. 1. — Se E & uno spazio numerabilmente compatto, per ogni ricovri-
mento aperto puntualmente numerabile (U).e1 di E, esiste una parte finita
H dell’insieme 1 degli indici tale che la sottofamiglia (U\),eu sia anche un rico-
vrimento di E.

Dim. — Si ponga

V=uUxU,).
el .

Evidentemente V & un intorno aperto simmetrico della diagonale Ag di

EXE e quindi, per il lemma 3, esiste una parte A di E tale che

(D) E=V@A)(=uV@),
x €A
e risulti che
r€A,yeA x=y=yelV ().
Si noti ora che ogni V (x) & aperto (in"E) e si ha

(2) V) =ul,
LGI;
dove I} ¢& l'insieme degli t€1 tali che x €U,.
Se & x €A, poiché da y €A —{x} consegue x €[rV (y), si ha

xe n bveyy=0C u V).

yeA——{x} yGA—{x

Poiché¢ U V (y) & aperto si ha
yGA—{x
{(z1cb( U VYTV @.
yGA—'{x

D’altra parte, da y € A—{x} consegue {x}NV (y) =0 e quindi si con-
clude che (T;})xe a ¢ una famiglia discreta di insiemi chiusi (a due a due
disgiunti) e non vuoti di E.

Poiché E & numerabilmente compatto, per il lemma 2 la parte A di E &
finita. Posto

H*= y I}
x €A

per (1) e (2) risulta
E=0(ulU)y=uUl,.

€A LET L€ H*

Poiché, A essendo finito ed ogni I essendo numerabile, H* & numerabile,
a causa della numerabile compattezza di E, esiste una parte finita H di H¥
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tale che

Da cio la tesi.
A causa del citato risultato di MiS¢enko ([ 4 ]) teor. n. 1) si deduce:
PREP. 2. — Se ogni parte ridotta ad un sol punto dello spazio topologico
E ¢ chiusa (spazio (1)) le seguenti due proposizioni sono equivalenti:
a) E ¢ compatto ed ha base numerabile,
b) E é numerabilmente compatto ed ha base puntualmente numerabile.
Dim. — Che a) implichi b), & del tutto ovvio.
Per stabilire che b) implica a), a causa del risultato di Mis¢enko di cui
sopra bastera stabilire che E & compatto.
Sia, a tal fine, (Uj)yer un ricovrimento aperto di E.
Se (B).e1 ¢ una base puntualmente numerabile di E, esiste un parte H
di I tale che (B),en sia un ricovrimento (aperto) di E pit fine di (Up)etr.
A causa della prop. 1 esiste una parte finita K di H tale che:
E= U B.,.

€K

Se, per ogni t € K, A (1) ¢ un elemento di L tale che B,CU),,, risulta
E = U Ul(l)
1€ K

e da cio la tesi.

COROLLARIO. — Se E ¢ regolare ¢ verifica una delle due condigioni equi-
valenti a) e b) della prop. 2, E ¢ metrizeabile.

Generalizzando la terminologia corrente si chiami numerabilmente me-
tacompatto uno spazio topologico E se ogni suo ricovrimento aperto ha un
raffinamento aperto puntualmente numerabile (nel senso di cui sopra). Allora
sussiste la

ProOP. 3. — Se E ¢ wuno spazio topologico le seguenti proposizioni somo
equivalenti:

a) E P compatto,
b) E é numerabilmente metacompatto e numerabilmente compatto.

Dim. — E necessario soltanto dimostrare che b) implica a) e cid consegue
dalla prop. I.

Da cio, ovviamente, consegue il risultato di Arens e Dugundji sopra
citato, e quindi, piu in particolare, che ogni spazio paracompatto (e, per cid,
ogni spazio metrico) numerabilmente compatto & compatto.
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