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GIOVANNI PROUSE, Soluzioni quasi—periodiche dell’equazione, ecc. 1T

NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Soluzion: gquasi-periodiche dell equazione
non omogenea delle onde, con termine dissipativo non lineare. Nota 11
di Grovannt Prousk, presentata @ dal Corrisp. L. AMERIO.

2. Diamo le dimostrazioni dei teoremi I, 2 enunciati nel § 1.
Dimostrazione del teorema I.

Indichiamo con 71 ed 72> due generici valori di.y € J; posto, nella

(1.3), & (n) =o' (n) per 0 € [m, 2], /() =0 per n € [n, 7] (cid che ovvia-
mente ¢ lecito) si ottiene

LES

@) et BTl = [ (=@, ¥ et (), o s}

da cui si deduce

M2

@@|M@w@wuwmg{ﬂ@wwxwwm+wwwwwmwm

M

Posto d’altra parte nella (1.3) % (1) = = () per n€[q,n2], % (q) = 0 per
7 € [n1, n2], risulta

(2:3) (@ (n2), o (n2))— (o (n1) , 2 (o))rs + f {— [ @ 4 [ )i +

+ @@ )5 w ()e— (f (0),  ()e} @ = o.

Osserviamo che, posto nella (2.1) p=o0 wm2=1, si ha

@@<ﬂumﬁ—gw®%+f@wm»w@mw=ﬂﬂmw@MMm
A A

da cui si deduce, tenendo presente la (1.5),

(5) GOl =B ©) % @ <|f @lulw s + 5 @k

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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Detta ¢; la costante di immersione di L' in 1}, dalla (2.35) segue, per la

(1.12),

(2.6) [ @[fgh <52 | "© e+ 1 OE,

PK1€11

ossia [ ©)lg11 =1, oppure |# g =25 1w (@) g + 2wl

in ogni caso

’ . ' K p2 K2 62 ;
27) |u @>@$1s:nmx_1,g—[95‘l-+l/ R IOT }?
Sara percio
L P Ko
8 WO =max], TR 2 o] K

osservando che ¢ anche

o 2 2
PKL' P“K ¢ | 2?.
(2.9) Kg:max% }: Lo, }l; ! “I‘%h%(O)“Eg

Consideriamo un generico punto 7 € J, e dimostriamo anzitutto che
risulta

(2.10) loe (0 + 0k < max (|« @) [}, Ka},

dove Ky dipende da Ki,Q e | % (0)[|r, ma non da 7.
Supponiamo, in un primo tempo, che risulti

2

< Ks;

e ””Whu*gﬂum+mmu yMD

sara allora

(2.12) [ @ <AKi=Kj .
In virta della (2.12), esisteranno due punti 7 € [ﬁ,v) +ﬂ 1€
eli+, 7+ 1} nei quali si abbia
(2.13) [ ML<4K , [« @) <4K3
Risulta poi, ¥7€[7,75+ 1],
i) Jemp<z2lu@®P+2]v @<21u@+ 2K

e percid

(2.15) Lo () fie < V2 |2 (@) o= + K .



GIOVANNI PROUSE, Soluzioni quasi-periodiche dell’equazione, ecc. 13

Si ha d’altra parte, per I'ipotesi (agz)
(2.16) 8@ <A(E]+]ED

e, di conseguenza, per le (2.11), (2.12), posto Q = Q X [v,v"’] ed appli-
cando la disuguaglianza di Héider

<zw>ff@@/@»m@»umﬁswjimxxmn+gww@amﬁnmxmﬂﬂ;g

§ [' ', ”>Fa“2? §/WZtCr n)Pa«g ‘%— {/\z¢<x o FragleT .

1

'?/ﬂ%mwvg?ﬁzﬂxﬁmﬂwwm+§wﬂmﬁuwhﬂ
) _

<
Q)

~
< (éKs 2+ o K%) | ””L9+1(Q’) :

Per P'ipotesi (bg) risulta poi, essendo 1> 7" —» > % ,

re

o = Al g, = e [Uu@+10 W jan =

'Y

a8 [uffen

ry]’,
mﬂuw&@+K%

Applichiamo la (2.3) all'intervallo [/, %]; si ha, per le (1.12), (2.12),
(2.13), (2.13), (2.17), (2.18),

'’

(2.19) H%@LJMW%@MJMMM+WMUMM@WM+

e
1o @ 4 1 @) | s + J ® @ (), 2 (). dn 1 =

n’

=4Ks O 2 ” u () ”Lz + Ke) + Ko +Ki (Vz ” ) ”Lz + Kﬁ) +Ks

jﬁwmm}+

+mgK4ﬂummm§+KMu®m+&h

da cui si ricava
r'lll

(2.20) ” u (1) iy dn < j:‘ (Ks + VK3 + 4 Ky e (0) . +4 Ku )2 <

v =< Kuo| 2 (M) |, + Kus.
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Tenendo presente la (2.12) e posto Ki5 = Kig + K3, si ha poi

n'’

(2.21) [l n < Kufu @], + Kas.

nl
Esiste quindi un punto 7n* € [, "] nel quale &
(222)  JuCM g <2 [Ku|u@ |, + Kis] = Kie| « (@) |, + Kir .

Applichiamo ora la (2.2) ponendo wm =v*,n2=n€[q,% + 1]; si
ottiene per le (2.11), (2.12), (2.16),

@23 [k —luehl 2| [+ L@+

n*

—Hlf(yD “L2 ” o @) “U} d‘l) ‘ <2 [’éKa + KQ+1 + Kl K5] - KlS

Dalle (2.22), (2.23) segue quindi, per 7 €[%,n + 1],

(2.24) L (o) [}, < Kus | w (0) |, + Kug .

Percid, o |u(n)ly = |# @], oppure |u (n)[} < Kus|u(n)ly + Ko; in ogni
caso, si ha

(2:25) | 2 (n) |y < max {| (@) |, , — (Ko + VK + 4 Kig)},
(2.26) [ o (o) g < max {[ () [}, ,-Ka},

dove K4 ¢ una quantita che dipende solo da Ki, Q, |« (0)], .
In particolare, si ha

(2.27) [+ D <max{lu@l , Ka}.
Supponiamo ora che non valga la (2.11); sard allora
(2.28) 1 () ”:09+1 > K3 ,

e, di conseguenza, per la (2.9),

PK1 1

(2.29) L ()2 g+l > | ()] g+t =
Dalla (2.1) si ottiene allora
(2:50) [u@+ D —lu@E <2 [« @+ Klw @] =<

< 2w @l 1w

" 1QQ+1 —l_ K1}< o
Ly
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Si ha quindi, per le (2.27), (2.30), in ogni caso,
(2.31) [+ 1)} < max {| @) [}, Ka}.

Consideriamo ora lintervallo [0, 1] e poniamo % = 0 ; in virta delle
(2.8), (2.9), (2.26) risulta allora, osservando che & [z (0) ”ig+l£ K3 e che
0

percio vale la (2.11),
(2.32) [ () < max {Ju @[} , Ka} = K}” (e fo, 1)),

Detto 7, un generico punto € [0, 1], introduciamo la successione {n,},
con n;=mng+7(j=1,2, --); si ha, per le (2.31), (2.32),

(2:33) |2 Cny ) o < max { o () [}, Ka} << max { w (ng) 5, Ka} = Ki2.
Risulta dunque, ¥ 7€ J,,

(2.34) [ () fp < Ki?

ed inoltre, per una relazione analoga alla (2.3),

(2.35) [# @)l pn =Kz ( € Jo).
Il teorema ¢& percid dimostrato.

Dimostrazione del teorema 2.

Osserviamo che, in virtu del teorema di esistenza ed unicitd enunciato
nel § 1 e tenendo presente la (1.11) e le notazioni ivi adottate, perché il teo-
rema sia provato bastera far vedere che ¢&, per ogni 7€ ]J,,

(2.36) [ 2, (n) e < K3 .

Osserviamo inoltre che, per le ipotesi fatte, possiamo derivare le (1.10),
ottenendo 4

(2.37) (' (1), 80)1s + (o (1), g2y + (B (a4, () 24y () &0 =" ), gops
(A=1, -n).

Moltiplichiamo le (2.37) per «%, () e sommiamo; si ottiene
(2-38) (a3 (n) , 6 )y (26 () s s (g + (& (o () 265 ) oy (o) =
= (" () s #u (M,

ossia, anche, integrando fra due generici valori vy ed 72 € J,,

(2.39) St o) o — 2t () Jp =

Ne
= f U= (B (o () 24 () s 2 () + (F (1) 5 225, ()}
M
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Moltiplicando poi le (2.37) per oz, (), sommando ed integrando fra v ed 72,
risulta, analogamente,

(2.40) (o (02) , 2, (1)) s — (2 (m1) , 24, (1)), +

+ f {— Lot (DL A Lot )L, A (B o () 2 () 26, () — () 260 () Yl =00,

Si ha poi (cfr. [2]):

(2.41) (B (o () 2, (0) , oy (D13 < K3

ed‘inoltre, in virth del teorema 1, per 7z abbastanza grande,

(2.42) [, () |y < 2 KE (€ Jo)
(2.43) [t O )pgr =2 K € Jo)

Consideriamo un generico punto % € J, e dimostriamo anzitutto, in modo
analogo a quanto fatto nel teorema I, che risulta

(2:44) Loen (1 + 1) |g < max {[ ), () |, K3},

essendo K3 indipendente da 7.
Supponiamo, in un primo tempo,. che risulti

K; |

(2.43) (B oo (1) 26, () 26 (), < mmax [ K3, % = K
sara allora, per le (1.5), (2.43),
(2.46) EAOIESEAOIPHES «

ed esjsteranno due punti 7, € {v] , N+ %] , M € [ﬁ + % , N+ 1| nei quali &
(2.47) Vo (o) s 4 [t ) 0 < 4 KE = K§
o ) s 126 (1) Fon < 4 KE = K.
Osserviamo d’altra parte che:si ha

N2 N2
(48 | @@ ), 0 ()yudn = / dn [B @0, m) v/ vir, 1) d =
o @

M

=[dﬂfﬂ[%ﬁ(v(mn))}v(xw)dﬂ:

M

—/m [8 o (e, 1) 0 (2 n)]"“—fdﬂfﬁ@(x ) 2L gy

=/[@<v<xm2>>v(x,n2>—@<v<x,m>>v<x,m>—B<x,n-2>+B<x,n1>]dQ,
Q
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avendo posto B (w) =/@ (§) €. Risulta poi, per la (1.3)
i

2 +1
(2.49) B (w) < (% + [0 )

e si ha, di conseguenza, per le (2.48), (1.3)

<

e
(2.50) } [T OR T
M

<K [ [0 m) + 02 ey om) + [0 G, m) 0 [0 e, ) ] 2.
Q
Risulta quindi,.ricordando le (2.47),

"

n

(2.51) [ [ @ o) i o, o oy | =

’

n

= Kol )]+ ), Lo () e +H ot an] < K2

Applichiamo la (2.40) all'intervallo [v,,%,]; si ha, tenendo presente le
(2.42), (2.43), (2.46), (2.47), (2.51)

(2.52) / Jad, Co) g i = — (a3 » 2 Do+ o () » s G s -+

+ j {0 Co) B — @y G 2. () 2 () - (F ) » (e} iy <

< 4 Ko Ki + Kj+ Ki4 2 Ko K = K5,
Dalle (2.46), (2.52) si deduce percio
N

(2.53) /liu; ([ @n < K3 + Kj = Kip

‘ g
ed esiste quindi un punto‘v;:fe[n',’, , 0] nel quale &
(2.54) et (i < 2 Ko = K.
Dalla ‘(2.39) si deduce poi, posto n; =%, 73 =mn€[N,7 + 1] e ricordando
le (2.45), (2.46)

(2.55) aes o)l — Lot (o) | <
< 2| [1E 001, o L Ol [ )| <2 2 K=

2. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXIX, fasc. 1—2.
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e, di conseguenza,

(2.56) o ()l < Ky + Ky = K3 (nelm, 7+ 1.
Supponiamo ora che non valga la (2.43), ossia che risulti

A N N 2 s Kj
(2.57) (B (ot () 24, (M) , 2, (M)s> Ky = max | K3, 0

Se allora ¢
(2.58) PAOINERSY
dalla (2.39) si ottiene
(2-59) CACRE e PACT =
<2 [— (B () o (), 16 W)y + L (Do Bl ] <2 | —Ki4+Ke 22| <o,
Se invece fosse
(2.60) 6 Dy > 5,
si avrebbe, per la (1.3),
(@61) [T+ Dl DI < 2 [— (@ @ @) 2 (D) , 7 D)y +
U @l @] < 2o @Dl [ 4 o Dl + 1 DIl <

Sz}]uZ(“ﬁ)l)L3<—h%+Kz>=o.
Risulta percio, per le (2.56), (2.59), (2.61), in ogni caso,
(2.62) (16, -+ Dl < max {Ju, D), , K3}

Consideriamo ora lintervallo [0,1] e poniamo 7 = o; per le (2.41), (2.4%),
(2.56), si ha, ¥rne€o,1],

(2.63) lodn ()]s < K5 .

Detto 7, un generico punto € [o,1], consideriamo la successione {7},
con 1; =1y +j (j=1,2, ) risulta per le (2.62), (2.63),

(2:64) et (ny4n)lp < max {lad, (0, K3} = max {Jud, (no) ], K3} = K3
Si ha dunque, ¥7e€]J,,
(2.65) 4, ()l < K3,

cid che dimostra il teorema.



