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GIOVANNI P r o u se , Soluzioni quasi—periodiche deW equazione, ecc. I I

N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Soluzioni quasi-periodiche dell’equazione 
non omogenea delle onde, con termine dìssipativo non lineare. Nota II 
di G i o v a n n i  P r o u s e , presentata (,) dal Corrisp. L. A m e r i o .

2. D iam o le dim ostrazioni dei teoremi I, 2 enunciati nel § 1.

Dimostrazione del teorema i .

Indichiam o con 731 ed 732 >  v)i due generici valori di , 736 J; posto, nella 
( i - 3) ,  h  OD =  d  0 ) )  per -q 6  [7)1 , 7 )2], h (7)) =  o  per yj e  [7)1 , t j 2 ] (ciò che ovvia- 
m ente è lecito) si ottiene

(2. 1 ) - ( a  (7)2) Ili —  — 1 U (7)1) Ijl =  j {  —  (PO/ OD) , u' 0D )ls +  ( /  Si) , u (tj))l* }
'Hi

da cui si deduce

%

(2.2) 11 u 0 ] 2) 111 -  Il u  (tji) Ili I <  z j {  (P («' (7))) , « ' (t]))L2 +  1/ ( 7)) IDI u' (7)) II. } dq .
'Hi

Posto d ’altra parte nella (1.3) h (7)) =  u (tj) per 7) 6 [7)1, 7)2] , h (tj) =  o per 
7) 6 [7)1 , 7)2], risulta

(2-3)

2̂
(«' (7)2) )  u  (t)2))l* —  («' (7)1) , « (v)l))L* +  / {

Ri
«'OD II* +  ||« (i))||hs +

+  (P («' OD) > « ODX* —  ( /  OD , « 0D)l> ) d-q =  O.

Osserviamo che, posto nella (2.1) 731 =  0 732 — 1, si ha

(2 4 ) y  il u  (1) | |  — — 1 « (o) ||1 +  J  (P (*/ (t))) , u ODD d-q =  j (f(-q),  u 0D)l* d t\ ,

da cui si deduce, tenendo presente la (1.5),

(2.5) - ~  li u  (o)||eJ+i <  (P W  (o)), «' (o))u <  l / ( o )  ||u ! U (o) (II? +  2 - Il M (o) Ili .P / D 4

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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D etta a  la costante di im mersione di L£+1 in 1 +  dalla (2.5) segue, per la 
(1.12),

(2.6)

ossia

\u (°J II'e+iDi
0+1. ^  p Ki C\

(°) L q+1 + 2 h ^ ( ° )  ÌE ,

IU (o) |L#+1 <  1, oppure J « ' (o) J2 e+1 <  | « ' (o) |! e+; +  -K-ju  (o) ||1 ;
m ogni caso

(2.7) Il (o) I e+1 <  m ax 1 , — 

Sara perciò

pk 1Ci y  , 2 p „ ,
+  1 Jz-------1-  I! u  ( ° )  ||eA

(2.8) L L ° )  fe + i <  m ax j 1 , p lCl I P/i2 +  + L  (° )  !!e j =  k 3 ,

osservando che è anche 

(2.9) T7̂2 J P Ri C\K 3 =  m ax ) - —-----

Consideriam o un generico punto vj e J0 e dim ostriam o anzitutto che 
risulta

(2- IO) IL  L  +  I) 111 <  m ax 0  u (ìj) fE K 4 },

dove K 4 dipende da K i , O e || u (o) ||e , m a non da 
Supponiam o, in un prim o tempo, che risulti

(2 .11) 1 * ' (Tj) fL0+1 =  I 11 u' (7) +  ri) |®+L +  J 2 / ( e + l >  <  K l ;
À

sarà allora

(2.12) I L 'L ) É j < L k 23 =  k 25 .

In v irtù  della (2 .12), esisteranno due pu n ti r{ e 7) , rj +■
[_ 3 _ 1

€ y] ,-f — , 7] -f- i nei quali si abbia 

C2- ^ )  I u (ri’) t  <  4 K l , |L ' L ')  if, <  4 K 25

R isulta poi, ¥y) e [vp, vj- - f  i] ,

C2 -1 II u C7)) IL2 ^  2 II u C7)) 112 2 II u C7)) Jl§ — 2 I u C7)) II» 2̂ 5
e perciò

7] 6
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Si ha d ’altra parte, per l ’ipotesi (a.2)

(2-16) | p © | < / è ( | U + - | U e)r

e, di conseguenza, per le (2.11), (2.12), posto Q' =  Q x  [tj' , vp] ed appli- 
cando la disuguaglianza di H older

(2.17)

V

r

< k j f  [ \u ' ( x  ,r\)\ + ^  \u (x ,-fi) \e]\ u(x ,rì)\dQ  <

< k \  \u  (x ,ri)\2dQ u ( x  , ri) j2 dQÌ + j ]  I \u' (x ,  ri) |e + V q |  C+1

< x , y i ) r l d Q \ e+1 < 4 u  (v])flu  1 « ||L2m +  ± I « ' ( i ) É e+xI« ||ie+i(Q/) <  

<  (yéK5 7:2 +  — K |) I u  ||Le+1 (Q/) .

Per l ’ipotesi (b2) risulta poi, essendo 1 >  7/' —  r\ >  — ,

(2-18) {|«(7))|®1 +  |« '  C ^ ) | | j J ^ <
■n'

r\"

<  a  j  I u (ri) +  K 7 . 
V

A pplichiam o la (2.3) all’intervallo [7/ , 7)"]; si ha, per le (1.12), (2.12), 
(2.13), (2.15), (2.17), (2.18),

T]'*

.(2.19) I II Ih; dr\ <  \u ' (r{) ||L21| u (r{) ||L2.+  | 7/(rì" )jL21| u (>]") ||L2 +
V

+  Il (U f t  +  1 / (U  II* I u (ri) ||u  +  J (p (V (ri)) , u  (kj))l , d,r\
y)'

<  4 K 5 (}/2 1 u  (tj) ||L2 +  K6) +  K§ +  K i ( i 2 I u (ij) J|L2 +  K6) +  K 8

<

ì 1/2

Ih! [ +
Y

+  K9 <  K8 j I ’ ll u (7)) 1 ^ 7 ]  J1/2 +  Kxo II u ®  ||Li,+  Ku ,

da cui si ricava

»r
(2.20) | Il «  (7)) |||, <  — (K8 +  / k !  +  4 K101 u  (q) ||L2 + 4  K u )*

<Kl2||^(7))||L2 +  K13.

<
V
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Tenendo presente la (2.12) e posto K15 =  K13 +  K§, si ha poi

(2.21) u (rf fi dti <  K14 I u (rf ||E +  K15 .
V

Esiste quindi un punto y f  6 [73' , 7]"] nel quale è

(2.22) I u (rf)  III <  2 [K14 I U (7)) |jE +  Kis] =  Ki« || « (7j) |E +  K 17 .

A pplichiam o ora la (2.2) ponendo tji =  r f  , yj2 =  r\ e [7) , vj +  1]; si 
ottiene per le (2.11), (2.12), (2.16),

(2-23) :0l) |IE —  1 u ( r f )  (I | <  2 (kì ju (yf j|L, 4" — fu (7))|||o+i +

+II/C7]) \\u\\u ' ( y Ù U  dri <  2 [kK\  +  ^  K |+1 +  Ki K 5] =  Kis .
P

Dalle (2.22), (2.23) segue quindi, per 73 6 [ 7] , 73 -f- 1],

(2-24) I u (rf |i| <  Kie j u (rf |E 4- Ki9 .

Perciò, o | u (yf ||E <  || u (rf ||E , oppure || u (rf | |  <  Kie || u (yf j|E -(- K19 ; in ogni 
caso, si ha

(2:25)

cioè

(2.26)

U (rf- |jE <  m ax {|| u (rf ||E , — (K ]6 +  / k ? 6 +  4 K19 ) } ,

u (rf fi <  m ax { || u (yf |j| ,. K 4 } ,

dove K4 è una quantità che dipende solo da K i , D , Il « (°) He • 
In particolare, si ha

(2.27) ||« (3 )+  0  III <  max {|| ^(t]) ||| , K4}. 

Supponiam o ora che non valga la (2.11); sarà allora

(2.28) . a' 'fi 4 . 1  >  K|i (

e, di conseguenza, per la (2.9),

(2.29)

D alla (2.1) si ottiene allora

u ' C7)) Ii|e+1 >  Il «' (fi) IL+1 >  ■pKl Clh

(2.30) 1 u (ri 4- 1) ||E —  I u (r f  ||E <  2 « '( Ì ) ] |8++i +  K i |« '( 7 j) |L!

<  2 1 (rf  ||L cip Q +1 +  Ki. <  o .
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Si ha quindi, per le (2.27), (2.30), in ogni caso,

(2'31) I u (r\ +  1) fE <  max {J u (ri) ||| , K4}.

Consideriamo ora Tintervallo [ 0 , 1 ]  e poniamo 7] =  o ; in virtù delle
(2.8), (2.9), (2.26) risulta allora, osservando che è || u  (o) f e+1 <  K3 e che

Lo
perciò vale la (2.11),

C2-32) 1 u Oì) | |  <  max {|| u (o) | |  , K4) =  K*2 (vje [o , i]).

D etto 7)0 un generico punto 6 [o , i], introduciam o la successione {rJy}, 
con 71 j  =  ''io + j  U  =  1 » 2 »• • '); si h a» p er le (2.31), (2.32),

(2-33) Il « ( V i )  li ^  m ax {Il u  Oli) Il . K 4} <  m ax {|| u (t)0) | |  , K4} =  K ?2 .

R isu lta dunque, T v ] e J 0,

(2-34) I « ft)  |fE <  K f2

ed inoltre, per una relazione analoga alla (2.5),

C2-3 5) I u {t) |Le+i <  K2 (t e Jo).

Il teorem a è perciò dim ostrato.

Dimostrazione del teorema 2 .

Osserviam o che, in v irtù  del teorem a di esistenza ed unicità enunciato 
nel § 1 e tenendo presente la (1.11) e le notazioni ivi adottate, perché il teo
rem a sia provato basterà far vedere che è, per ogni y] € J 0,

(2.36) Il Un (yù He <  K j .

Osserviam o inoltre che, per le ipotesi fatte, possiamo derivare le (1.10), 
ottenendo

(2- 37) (ù ” ft) ,gk)u  +  (u’„ ft) , gÀ)Hi +  (p' (u'„ (ri)) u” ft) , gk)u  =  ( /  ft) , gk)u

(k =  1 , • • -ri).

M oltiplichiam o le (2.37) per a l,  f t)  e sommiamo; si ottiene

(2.38) (u n ft) , u„ f t ) )L, +  (un ft)  , Un f t ) )HS +  (P' {u„ ft)) u '„ f t )  , u n ft))L, =

=  U' <r ì ) , u*( r ì >)vt

ossia, anche, integrando fra due generici valori 7)1 ed v)2 € J 0 ,
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M oltiplicando poi le (2.37) per ct!kn (v)), sommando ed integrando fra yji ed 7)2, 
risulta, analogam ente,

(2*4°) {u„ (v)2) , Un (lQ2))L2  (Un (>)l) , Un (?]l))L. +

■Ha

•f i  —  IIu » (yù IlL + 1u '” C7)) Ih; +  (P' (“ '* C7))) u « C7)) >u » (yù)L*— (/C7!) > «« 0j))l * ì dri = 0 • »
%

Si ha poi (cfr. [2]):

(2.40 (P' («'. (O)) (o), «",(o)).u <  Ki
ed inoltre, in v irtù  del teorem a 1, per n abbastanza grande,

(2-42) I u n (r,) ||E <  2 K t  (4 e Jo)

(2-43) 1 u„ (t) « e+1 <  2 Kg ( t e  J0).
L 0

Consideriam o un generico punto 7)6 J0 e dim ostriam o anzitutto, in modo 
analogo a quanto fatto nel teorem a 1, che risulta

(2*44) Il Un (v) +  1) 1E <  m ax {f u n (v)) ||E , K 3} ,

essendo K* indipendente da vp
Supponiam o, in un prim o tempo, che risulti

(2-45) (P' (u„ (ri)) Un (y\) , Un (v)))t , <  max | K Ì, —  > =  Kj

sarà allora, per le (1.5), (2.43),

(2.46)

ed esisteranno due punti y]'„ e r  , r  +  — » +  f  > V +  1 nei quali è

(247) | u n (rift) i|j 2 -f“ I u n (yin') I^Q+i 4 K-o - Kp> ,

I Un (yi n) lij  + 1  Un (r\ n) f  Q + i <C 4  K 5 =  Kg .

Osserviam o d ’altra parte che si ha

Ma Ha

(2.48) ì (p' (v (ri)) v (ri) , v (tj))L, dri =  j  dy (v ( x , tj)) v (x , tj) v (x , 7))idQ.-
J% Q

da 34 P (v (x  . 7l)) v ( x  ,ri) dri
Q T]i

'Ha

=  /  ^  [P O  0  > ^  » O  - y ò l t - . f d a / p  0 0  • *))) ^ T 1 ^  =
Q Ut

=  J  [|3 (v ( x , 7)2» » ( x , 7)2) — p (v ( x , rii)) v ( x , 7)x) — B ( x , r^) +  B ( x , %)] d a , 
it



G iovanni P rouse, Soluzioni quasi-periodiche delVequazione, ecc. 17
w

avendo posto B (w) =  j $ ( £ ) d \ .  R isulta poi, per la (1.5)

(2.49) B (w) <Lk{ -̂ +
IQ + 1

p (p +  1)

e si ha, di conseguenza, per le (2.48), (1.5)

(2.50) ■(?>' (v (7ì ) )v' Oi) , v ))L*dT,
'Hi

< K 7 f  [w* (X , 7)2) +  V2 (x , 7)!) +  IV (x , Tjg) J e+1 + \ v ( x , ' n  1) r 1] dD.

Risulta quindi, • ricordando le (2.47),

(2-50 (P' (u„ (Y))) u n (tj) , u ’„ (y)))l , df) <

<  K7 [I«,(>],)If,+  |«^ d7)»)!*, +  l«» d7!»)|l̂ e+i +l»«('»l*)|*e+i] ^  Ks '

Applichiam o la (2.40) all’intervallo . [v)à,7)«]; si ha, tenendo presente le 
(2.42), (2.43), (2.46), (2.47), (2.51)

(2.52) J I M„ (Y))fHj^7] =  — {un (7]”) , un +■«(>!*) , «* 0)L))La +

+  j  {|| «* (4) Ili — (P' («» (4)) C7]) > (y)))l , -H ( /  (tj) , <
V1n

<  4 Ks K? +  K l +  K | +  2 K 2 K? =  K l .

Dalle (2.46), (2.52) si deduce perciò

(2 * 5 3) j  I u n (yi) |E dr\ <  K5 +  K9 =  K10
T] 'n

ed esiste quindi un punto 73* e [i)n , y)”] nel quale è 

(2-54) K  (»£> ||| <  2 Kjo =  K'n .

Dalla (2.39) si deduce poi, posto 41 =  v)* , v)2 — ^ e I7) > ^  +  1] e ricordando
le (2.45), (2.46)

(2.SS)

<  2 C7))) Oo)

11 C7i*)Ie— Il III | <  

u » (7)»l>+ I!/' d7)) Il* I d7)) IL*ì dyì < 2 K l  +  2 K 2K5=K?2

2. —  RENDICONTI 1965, Voi. XXXIX, fase.
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e, di conseguenza,

(2.56) 1 Un (V))||| <  K?i +  K212 =  K3 2 (7) 6 [7) , 7) +  I]).

Supponiam o ora che non valga la (2.45), ossia che risulti

(2.57) (P (%n(?ì)) Un Dj) j Un (r]))^2̂ > K4 m ax ] K 3,
Kl

Se allora è 

(2.58) 'Lo
k 2
h '

dalla (2.39) si ottiene

(2-5 9 ) l l ^ ( ^  +  i ) f E - | |^ ( ^ ) » 2E <

^  2 [— (P'(t l„ (7))) Un (7)) , U n (7}))l; +  I/' (7)) ||u 1 U n (7)) ] <  2

Se invece fosse

(2.60) 1 ^ ( 1)114 > X '

- k I + k 24 <  o .

si avrebbe, per la (1.5),

(2.6l) 1 Un (?) +  i) ||| — I U n (7)) ||| <  2 [— (S' (u„ ( j i j )  U„ (?)) , U„ (^))u +

+  Il /  ® Iul ^  2IK (ì) II: \ - h  \Un (ì) |u +  l/ 'C ^ y  <

^  2 1 U n (7))|l j ( ~ h  —  +  K2) =  o .

R isulta perciò, per le (2.56), (2.59), (2.61), in ogni caso,

(2.62) Iu n (rj +  i)||E <  m ax {|| «'* (t))||e , K*} .

Consideriam o ora l ’intervallo [0 ,1 ] e poniamo 7} =  o; per le (2.41), (2.45), 
(2.56), si ha, ¥ t]C [o , 1],

(2.63) \\u„(ri)\\E <  K *.

Detto t]0 un generico punto e [0 ,1 ] , consideriamo la successione l ’t]/}, 
con 7)y =  7]0 +  j  ( j  =  1 , 2 ,• • •); risulta per le (2.62), (2.63),

(2.64) IUn Oh'+i)||E <  m ax {|K(7}y)j|E , K*} <  m ax {| | ( t q 0)llE > K s I =  K s •

Si ha dunque, V y) € J 0,

(2.65) > ; , ( t; ) k <  k *,

ciò che dim ostra il teorem a.


