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Idrodinamica. — Onde &’emersione ¢ d'impulso a simmetria cen-
trale. Soluzione rigovosa del problema di Cauchy—Poisson con energia
Jfinita. Nota di GIANNANTONIO PEzZOLI, presentata® dal Corrisp.
G. Surino.

1. In altra Nota [1] & stata esposta e rielaborata la teoria delle onde provo-
cate alla superficie di un liquido in quiete da assegnate ccnfigurazioni iniziali
del pelo libero o da distribuzioni di impulso parimenti assegnate nel caso di
moto piano. Nella Nota citata ¢ stata data per la prima volta una soluzione
esatta del problema, per un’onda iniziale avente energia finita.

Nella presente Nota ci si riferisce invece alla propagazione a simmetria
centrale (r2ng waves) e si riporta anche qui innanzi tutto la soluzione classica
di Cauchy e Poisson [2], [3], ripresa in tempi pil recenti da Hinze [4].

Il problema riguarda la propagazione con moto irrotazionale, alla super-
ficie di un liquido perfetto inizialmente in quiete, di una perturbazione generata
da un cilindretto fluido di base infinitesima e altezza infinita (e quindi avente
anche energia potenziale infinita) ma di volume unitario, posto nell’origine
degli assi, mentre il pelo libero restante € dovunque orizzontale. Le onde sono
studiate per profondita dell’acqua —oo.

Per quanto sopra detto, dovra esistere un potenziale ¢ di velocitd che
sard necessariamente una funzione armonica; si avrd cioe

(» Az =o0

e trattandosi di un problema simmetrico rispetto al centro sara:
02 92 1 2

) Re=gptoets o

7 essendo il raggio vettore e y l'asse verticale contato positivamente verso
I’alto. La condizione alla superficie ¢ notoriamente

o2 2
3 m TE5 =0 (per y = 0)

mentre la soprelevazione dell’onda al tempo ¢, indicata con 7, & espressa da

@) = é (gﬁd\)y:o '

La soluzione particolare tipica per questo caso ¢ (vedi ad esempio [5]):

sin 6#

p=g e?- Jo (k7)

[/
5) )
Z M = cos ot Jo (A7)

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.

55. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. 6.



852 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. - Vol. XXXVIII - giugno 1965

essendo

© =gk, (e=-=7)

g Paccelerazione di gravitd e Jo la funzione di Bessel di prima specie d’ordine o.
La soluzione particolare (5) non soddisfa alle condizioni iniziali imposte
dal problema, ma data la linearitd delle equazioni & possibile, analogamente
al caso piano, sommare infinite soluzioni del tipo (5) con un integrale di Fou-
rier—Bessel per soddisfare alle condizioni richieste.
Ricorriamo al teorema di Fourier—-Bessel che possiamo qui scrivere:

) 1) = [ |To ) kdt [ @ Jo ko) aa -
0 0
In corrispondenza alle condizioni iniziali
(® n=f() peri=o
si ottiene

[ee]
sin

4 { X Jo(ér),éd,éof @ TJo (/m)ada}

®
9)

oo =]

"= | [cos ot Jo (k) kdk of 7@ Jo (a) M'a} :

Se la soprelevazione iniziale ¢ concentrata nell’intorno dell’origine, dovendo
essere

(10) ff(a)~27caa’a=1
¢

le (9) divengono:
o = gn—fiiz—"’ew. To (37) bk
0

(11)

[e°]

N = %fcos ot- Jo (kr) kdk.
¢
Come gia ¢& stato fatto nel caso di moto piano, studiamo l'espressione di
che maggiormente interessa.

A questo scopo, nella 22 delle (11), sviluppiamo in serie il coseno, e ricor-
diamo che dalla teoria delle funzioni di Bessel [6], risulta che

(12) f Jo (k) k" db = r”_jq P, (0)
0
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dove P, ¢ il polinomio di Legendre di ordine 7. Tenendo ancora presente le
relazioni

S Pemi1(0) =0
(13) Z

Py, (0) = (— pym 222D

ne deriva immediatamente:

)
La serie
(15) ’g(_—ofz%(%ﬁ)““

che compare a secondo membro della (14) non risulta di possibile espressione
per mezzo di trascendenti note, tuttavia essa risolve il problema posto.

La perturbazione cosi studiata, & generata, come gia si & detto, da una
soprelevazione iniziale che possiede energia infinita.

Per passare al caso di un’intumescenza che per # = 0 abbia volume finito
ed energia finita, si dovra ancora ricorrere alle (7), (8), e (9), ricordando perd
che in questa situazione &, per ¢ = o:

| fO)=A perrg\S

(16) ? f(r)y=o per »>. 3

essendo 3 il raggio del cilindretto di altezza finita A (avente quindi energia
potenziale finita) che costituisce la perturbazione all’origine dei tempi.
Assumendo la detta perturbazione unitaria, sard inoltre:

F
(17) /A-Zﬂ:ada:I
]
cioé
1
(IS) Az'-—n—s—z-

Dalla 22 delle (9), 'espressione di ’1 si riduce quindi a:

oo d

(19) n = % / [cos ot Jo (k%) M,éo / Jo (k) aa’a] :

0

La teoria de;lle funzioni di Bessel fornisce perd la nota formula

(20) / a Jo (ka)da = = ] (ka)
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per cui la (19) diviene:

(21) 7 =-:—8/cos ot- Jo (kr)- J1 (£3) di
0
essendo Ji1 la funzione di Bessel di prima specie di ordine 1; passando al limite

per 3 — o nella (21) si ritrova la 22 delle (11).
Sviluppando in serie la Ji (#3) nella (21), si ottiene:

(22) 7= —z—ln—fcos ot Jo (ér).é[l — #(%8)2 + 2113! (é‘o‘_){‘ .}a’é
0

ma il primo termine non ¢ altro che la soluzione (14) che qui riportiamo indi-
candola con w:

2 2,23 2,22, 2
(23) “111:-*I (Lz—l3z3+l35z5--->

272 \ 21 6! 10!

12
avendo posto z = g7— .

Questa si pud scrivere anche:

(24) m=——F()

essendo I (2) uguale alla serie che compare nella (24) ed anche uguale a:

(25) F (2 :/‘72 cos ot Jo (kr)-kdFk.

Se ora sideriva la F (¢) data dalla precedente formula quattro volte
rispetto a 7, essendo dalla (6) 62 = g&, si osserva subito che si ottiene, a meno
di un fattore moltiplicativo, il secondo termine %z della serie (22), essendo
inotoriamente

(26) — = =25 =
Si ha in definitiva:

e we st b e

dove gli apici apposti a F indicano derivazione rispetto a z.
Proseguendo allo stesso modo si ottiene la soluzione della (22) nella forma

(28)  2mrta=F()— e (2 F(5) + — (278)4F(8)(z)---.

1! 2!

Ponendo ora

(29) D (o) :fa’z /F@) ds
0 0
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€

(30) p=—

293
7

la (28) si trasforma facilmente nella:

G) 2wt = [0 —

Bz |ol1!

che indicando con D l'operatore di derivazione tispetto a z, (d/dz) =D, con-
sente di scrivere la (31) nella forma compatta

(32) 2wy = 5 [J1 (2p2D)] ©.

323 5 o5
; 2% + '2B! ;1 I OREE

1!

Sfortupatamente, allo stato attuale delle cose, non pare semplice valutare
Poperatore che compare nella (32), per cui occorre calcolare la soluzione per
serie a partire dalla (28), ponendo al posto di F (2) la sua espressione ricavata
dalle (23), (24).

Eseguendo materialmente il calcolo, si giunge all’espressione che di la
soluzione per serie del nostro problema; &:

(33) 272 = 20 Agut1 (‘%2)2”1

e i coefficienti Ay, ; sono dati da:

< 1 ! 5 \24
I R L I e L e T ELE

M~ 4n+a4k+2)en—2rh+ D)kl (E+ DI\ 7

(1) Per il calcolo dei coefficienti Agx+1, quando # & un po’ grande conviene usare per
la valutazione dei fattoriali la nota formula asintotica di Stirling

(a) nl = (g) Vamn.

Per calcolare i semifattoriali invece, non mi risulta esistano formule analoghe.
Indicando con p un generico numero pari, &:

Pl =2.4.6.8. .. cp=1-2.3. ... % .p0/2
cioe:

(b) prr=2 100

per cui sostituendo nella (b) il valore di p/2! dato da (a), si ottiene la formula asintotica
© pli= (é)m Vrp .

Analogamente indicando con & un generico numero dispari, &

all'=1.3.5.7.----d

da cui

AN (d + 1) = 4!

Ma & + 1 & un numero pari, per cui valuteremo il suo semifattoriale con la (c) mentre il fatto-
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Si puo osservare dall’esame della (34) che la serie (33) converge assolu-
tamente e la sua convergenza ¢ cosi rapida che bastano pochi termini per valu-
tare con buona approssimazione la soluzione data almeno fino a che # non &
molto grande; a questo scopo si riportano per esteso i primi coefficienti A:

Ap=%
- [81_0 + 13544 (?ﬂ

o I 35 28)\2 21 238 4
As = 16-128 + 658-944 (7) + 4-978-688 (7_)

..........................................

Az

(35)

Tuttavia, I'impiego del metodo della « fase stazionaria » di LordsKelvin [7],
consente di ottenere due formule asintotiche per valori di z— oo e per valori
di 22— o.

I giapponesi Unoki e Nakano [8] lo hanno utilizzato per ottenere una solu-
zione asintotica per & — oo nel caso di un impulso distribuito uniformemente
su di un’area circolare con centro nell’origine, mettendo in conto approssima-
tamente anche la viscosita.

Il lavoro, pur corretto dal punto di vista matematico, & di scarso interesse
dal punto di vista fisico, dato che non sembra molto coerente partire con
un’onda avente energia iniziale infinita (vedi [1] e [9]) e poi cercare di atte-
nuarla introducendo la viscosita.

Riprendendo il metodo di Lord Kelvin, senza entrare nei dettagli della
sua dimostrazione, peraltro notissima, si ricorda che l'autore citato riconduce
la valutazione di un integrale definito del tipo

b
(36) u =f@ (%) e/ @ dx

riale di & sara dato da (a); il calcolo semplicissimo porge:
dyyz
(e) d!!:(dif—l)( BRI

che si pud scrivere nella forma

=8 R

Ricordando ora che & deve essere abbastanza grande e che &:

i ( n 1\
m (I — ] = é&
d—> o0 d)

la formula (e) diviene

(f) du=<—‘§)‘”2rz7

avendo trascurato sotto radice 1 in confronto a d.
Le formule (c) ed (f) risolvono il particolare problema posto,
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all’espressione:

i 1) JIOrs
(37) u=J)2x V7T

dove a ¢ l'unica radice dell’equazione

(38) flx=o0

compresa nell'intervallo «, 4.
Se le radici della (38) comprese nell'intervallo di integrazione sono pil
di una, alla (37) si sostituisce una somma di termini dello stesso tipo, ciascuno
relativo ad una radice a; della (38). Nell’esponente della (37) infine, va preso
il segno pit o il meno a seconda che /' («) & positiva o negativa.
Applichiamo il procedimento indicato alla valutazione dellintegrale (21).

[oe]

(21) 7 =%§fcos Vekt-Jo (kr)-J1 (kD) dk

0

nei due casi &7 — oo e £r— 0.
Per £» — oo si ha notoriamente:

(39) Jo (br) ~ ]/L cos </er —_ %) R

krm

per cui la (21) diventa

(40) 0= ‘2178[‘/-;; J1 (#3) [cos (V?ét—ér—l— %) + cos <Vg7z‘ —|— by — %ﬂ dk.
0

Il secondo termine entro parentesi quadra non da contributo all’integrale in
quanto la derivata dell’argomento del coseno non ha radici positive: si ha:

| S &) =Vegkt—tr+ 5

[ Fy="L)%t—r.

2

(41)

L’equazione f'(£) = o da l'unica radice

42) E=a=2

472

per cui la (40) diviene, applicando la (37) e prendendo la sola parte reale della
formula:

(43) S (522 cos 2.

7 47 7 47

.. . .o 72
La condizione assegnata &7 — oo equlva,le qu1nd1 a g7—> o0,
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Per £r — o si pud invece usare l'artificio seguente; lo sviluppo in serie
di Jo (&), arrestato ai termini del secondo ordine, vale:

22

(44) Jo (&r) =

e questo coincide, con un’approssimazione limitata ai termini dello stesso
ordine, con lo sviluppo del cos 47/)2 :

32,2
(45) COS —= VZ I— 4 o

Nella (21) sostituiremo quindi, al posto di Jo (47), cos 47[J2 , ottenendo:

(46) M~ 7-%8 /cos Jgkt-cos —Z: J1(#d)d%.
0

Si ha ancora:

(47) 0~ le (/%83 cos (ng’c‘ t— 7) + cos (Vg'é tt o )J

e nella formula precedente non va considerato il secondo termine fra parentesi
quadre per le ragioni gia viste.
Procedendo come per il primo caso si ottiene:

| /& =Ygk —
(48) ’

F@=t)Ei—L

e la condizione f'(£) = o fornisce

(49) E=a=2

272

per cui P'applicazione della (37) da ora:

R Rt M T |

Vr & 47

. .. . 12
Anche qui la condizione 47 — o equivale alla %— —>0.

‘Ritengo che la trattazione esposta sia completamente originale, e tanto
la soluzione esatta del caso presente, quanto le formule asintotiche (43) e (50)
siano- state qui assegnate per la prima volta.

Non si insiste sull’ottenimento della soluzione per un impulso finito uni-
tario distribuito uniformemente su di un cerchio con centro nell’origine, perché,
come gia si & detto, & un problema ad energia iniziale infinita, e come si & visto
in [1] & sempre possibile ottenere il risultato applicando alla presente soluzione

) s I
I’operatore Tg% —7 » essendo p la densita del liquido.
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