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Idrodinamica. — Onde d ’emersione e d ’impulso a simmetria cen­
trale. Soluzione rigorosa del problema di Cauchy-Poisson con energia 
fin ita . Nota di G ia n n a n t o n io  P ezzo li, presen ta ta0  dal Corrisp. 
G. S u p in o .

1. In  altra N ota [1] è stata esposta e rielaborata la teoria delle onde provo­
cate alla superficie di un liquido in quiete da assegnate configurazioni iniziali 
del pelo libero o da distribuzioni di impulso parim enti assegnate nel caso di 
moto piano. Nella N ota citata è s tata  data  per la prim a volta una soluzione 
esatta del problem a, per u n ’onda iniziale ,avente energia finita.

Nella presente N ota ci si riferisce invece alla propagazione a sim m etria 
centrale (ring waves') e si riporta  anche qui innanzi tu tto  la soluzione classica 
di C auchy e Poisson [2], [3], ripresa in tem pi più recenti da H inze [4].

Il problem a riguarda la propagazione con moto irrotazionale, alla super­
ficie di un liquido perfetto inizialm ente in quiete, di una perturbazione generata 
da un cilindretto fluido di base infinitesim a e altezza infinita (e quindi avente 
anche energia potenziale infinita) m a di volume unitario, posto nell’origine 
degli assi, m entre il pelo libero restante è dovunque orizzontale. Le onde sono 
studiate per profondità dell’acqua ->oo.

Per quanto sopra detto, dovrà esistere un potenziale cp di velocità che 
sarà necessariam ente una funzione armonica; si avrà cioè

(1) A2 <p =  o

e tra ttandosi di un problem a simmetrico rispetto al centro sarà:

/ \ * 32 , a2 , 1 3(2 ) A2 — ~̂r~2 fi—vi»—-------—v 7 3y 2 1 3r 2 r  or

r  essendo il raggio vettore e y  l’asse verticale contato positivam ente verso 
l’alto. L a condizione alla superficie è notoriam ente

(3) 5 r + ^ | r  =  0 (per y  =  o)

m entre la soprelevazione dell’onda al tem po t, indicata con rj, è espressa da

L a soluzione particolare tipica per questo caso è (vedi ad esempio [5]):

/ sin g/ ta, t / 7 \
\ <9 =  g  — —  ^ - J o ( £ r )

\ 7) =  cos a't- Jo (kr)

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965,

55. — RENDICONTI 1965, Voi- XXXVIIX, fase. 6.
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essendo

(6) <? =  g k ,  ^  =  — )

g  l’accelerazione di g rav ità  e Jo la funzione di Bessel di prim a specie d ’ordine o.
L a  soluzione particolare (5) non soddisfa alle condizioni iniziali imposte 

dal problem a, m a data  la linearità delle equazioni è possibile, analogam ente 
al caso piano, som m are infinite soluzioni del tipo (5) con un integrale di Fou- 
rier-B essel per soddisfare alle condizioni richieste.

R icorriam o al teorem a di Fourier-Bessel che possiamo qui scrivere:

(7) f ( r ) : Jo {kr) k d k j f ( d )  Jo(kd) 
0

ada

In  corrispondenza alle condizioni iniziali

(8)

si o ttiene

(9)

7] =  /  (r) per t  — o

? = g
0

sin gì
00

■Peky Jo ( k r ) k d k  I/  (a) Jo (ka )ada  
0*

00 00
7] =  j  cos at* Jo (kr) k d k  j f  (a) Jo (ka) ada

Se la soprelevazione iniziale è concentrata nell’intorno dell’origine, dovendo 
essere

fio)

le (9) divengono:

( 1 1 )

00
j f  (d)-2 n ada  =  1

00

0

00

7) =  - ^ - j 'c o s  cr/- Jo ( k r )k d k .  
o'

Come già è stato fatto nel caso di moto piano, studiam o l’espressione di 7) 
che m aggiorm ente interessa.

A  questo scopo, nella 2a delle f u ) ,  sviluppiamo in serie il coseno, e ricor- 
diam p che dalla teoria delle funzioni di Bessel [6], risulta che

(12) j ] 0 (6r ) k ”dk  =  - ^ - P n (o)
0
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dove Pn è il polinomio di Legendre di ordine n. Tenendo ancora presente le 
relazioni

0 3 )
 ̂ P;i ni J 1 (O) —- O

( P2« ( P ) = ( —  I>

ne deriva im m ediatam ente:

(14)

L a serie

Os)

I
2 izr2

12 ig t2 
2! \ r

i2-32 / ^ 2 \3 . i2-32'52 / ' ^ 2\5 1
6! V r  ) +  io! I r  /

Y  (__T>  [(2n +  1) 11]8 tgfì'a»+l
' [2(2«+!)]! \ r  j

che com pare a secondo m em bro della (14) non risulta di possibile espressione 
per mezzo di trascendenti note, tu ttav ia  essa risolve il problem a posto.

L a perturbazione cosi studiata, è generata, come già si è detto, da una 
soprelevazione iniziale che possiede energia infinita.

Per passare al caso di u n ’intum escenza che per t  — o abbia volume finito 
ed energia finita, si dovrà ancora ricorrere alle (7), (8), e (9), ricordando però 
che in questa situazione è, per t  =  o:

\ / ( r )  =  A  per r  <C &
I / ( ' ' )  =  o per r  >  8

essendo 8 il raggio del cilindretto dì altezza finita A  (avente quindi energia 
potenziale finita) che costituisce la perturbazione aH’origine dei tempi. 

Assum endo la detta perturbazione unitaria, sarà inoltre:

8

Ci 7) | A ' 2 u « &  =  1

0
cioè

(18)

D alla 2a delle (9), l ’espressione di 4 si riduce quindi a:

(19)

00c 5
r "

r- i  / cos at - Jo (kr) k d k  Jo (kd) a d a
J
0 J

0

L a teoria delle funzioni di Bessel fornisce però la nota form ula

J  a Jo (ka)da - } x ( k d )(20)
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per cui la (19) diviene:
00

(21) 7] =  —  j cos at* Jo (kr) • Ji (kS) dk
0

essendo Ji la funzione di Bessel di prim a specie di ordine 1; passando al limite 
per 5 - > o  nella (21) si ritrova la 2a delle f u ) .

Sviluppando in serie la Ji (k8) nella (21), si ottiene:

00

(22) 7] =  j  cos at- Jo (kr) -k 1
0

I / kS \2 1 / k§ U
I ! 2! \~2~J + 2 l 3 !  \~2~) dk

m a il prim o term ine non è altro che la soluzione (14) che qui riportiam o indi­
candola con 7]i :

(23) 7)1 : 2 ! 6! !+
j2 . -̂ 2. 2̂

io !

avendo posto z  = gt2

Q uesta si può scrivere anche: 

(24) 7)1 =  - ■F(*)

essendo F (z) uguale alla serie che compare nella (24) ed anche uguale a:

(25) F (z) =  I r 2 cos gì • Jo (kr) •k d k .

Se ora si deriva la F-(z) data  dalla precedente form ula quattro  volte 
rispetto a /, essendo dalla (6) a2 =  g k , si osserva subito che si ottiene, a meno 
di uh fattore moltiplicativo, il secondo term ine 7)2 della serie (22), essendo 
notoriam ente
/ £z\ d d dz 2^t d

~dt ~  ~dz ~dt ~  ~r~  ~dz *
Si ha in definitiva:

' 2 8 \2
(27) 7] 2 : 2 7Trz i ! 2 ! s2 F 1

dove gli apici apposti a F  indicano derivazione rispetto a
Proseguendo allo stesso modo si ottiene la soluzione della (22) nella forma

(28) 2 71 r 2 • 7) =  F  ( z ) ----- yyyy-

Ponendo ora

2 8  \2
F ,v f*) +

.<&(*) =  / afe I F  (2) dz(2 9 )
0
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(30) (3 =  ™

la (28) si trasform a facilmente nella:

(30 2 7rr2-Y] = 1
o ! 1 !

che indicando con D Poperàtore di derivazione rispetto a 2 , (djdz) — D, con­
sente di scrivere la (31) nella form a com patta

(32) 2 n r2 ri =  —  [ Ji (2p,8'D2)] $ .

Sfortunatam ente, allo stato attuale delle cose, non pare semplice valutare 
Poperàtore che com pare nella (32), per cui occorre calcolare la soluzione per 
serie a partire dalla (28), ponendo al posto di F (2) la sua espressione ricavata 
dalle (23), (24).

Eseguendo m aterialm ente il calcolo, si giunge all’espressione che dà la 
soluzione per serie del nostro problem a; è:

00
(33) 2 *>«•))= E  Aa„+1( ^ ( )  +‘

V r /

e i coefficienti A 2«+i sono dati da:

(34) A.■2» + l =  / __  j\* V» \{2n +  2 k +  1)!!]2 (2 n +  2 k +  i) !
 ̂ t^a (4« +  4 ^ +  2)! (2n — 2k +  1)! £! { k +  1).!

28 \2* (1)
( - 1

(1) Per il calcolo dei coefficienti A2^+i , quando n è un po’ grande conviene usare per 
la valutazione dei fattoriali la nota formula asintotica di Stirling

(a) =

Per calcolare i semifattoriali invece, non mi risulta esistano formule analoghe.
Indicando con p  un generico numero pari, è:

p i i  =  2 • 4 • 6 • 8 • • • • p  =  1 • 2 • 3 • • • • — • 2A2
2

cioè:

( b )  p i i  =  ! 2 ^ /2
2

per cui sostitpepdo nella (b) il valore di p/2l  dato da (a), si ottiene la formula asintotica 

(C) p l l  =  p  .

Analogamente indicando con d  un generico numero dispari, è:

dii  f= 1 -3*5-7- • • • d
da cui

dll { d +  i)!! ~ d \

Ma d  +  1 è un numero pari, per cui valuteremo il suo semifattoriale con la (c) mentre il fatto-
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Si può osservare dall’esame della (34) che la serie (33) converge assolu­
tam ente e la sua convergenza è così rap ida che bastano pochi term ini per valu­
tare  con buona approssim azione la soluzione data  almeno fino a che z  non è 
molto grande; a questo scopo si riportano per esteso i prim i coefficienti A:

T uttav ia , l’impiego del m etodo della « fase stazionaria » di Lord*Kelvin [7], 
consente di ottenere due formule asintotiche per valori di z  00 e per valori 
di z  -> o.

I giapponesi U noki e N akano [8] lo hanno utilizzato per ottenere una solu­
zione asintotica per z  00 nel caso di un impulso distribuito uniform em ente 
su di u n ’area circolare con centro nell’origine, m ettendo in conto approssim a­
tam ente anche la viscosità.

II lavoro, pu r corretto dal punto di vista m atem atico, è di scarso interesse 
dal punto di vista fisico, dato che non sem bra molto coerente partire  con 
u n ’onda avente energia iniziale infinita (vedi [1] e [9]) e poi cercare di a tte­
nuarla  introducendo la viscosità.

R iprendendo il m etodo di Lord Kelvin, senza entrare nei dettagli della 
sua dim ostrazione, peraltro notissima, si ricorda che l ’autore citato riconduce 
la valutazione di un integrale definito del tipo

(35)

b

(36)
a

rialp di d  sarà dato da (a); il calcolo semplicissimo porge:

(e)
d +  I \(</+l)/2 y -

e
che si può scrivere nella forma

Ricordando ora che d  deve essere abbastanza grande e che è:

la formula (e) diviene

(f)

avendo trascurato sotto radice 1 in confronto a d.
Le formule (c) ed (f) risolvono il particolare problema posto,
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all’espressione:

(37) U =  | 2̂7T
9(a)  i \ f i  “)± - j -

f | /" ( a ) |

dove oc è l’unica radice dell’equazione

(38) / '  O ) =  o

com presa nell’intervallo a , b.
Se le radici della (38) comprese nell’intervallo di integrazione sono più 

di una, alla (37). si sostituisce una som m a di term ini dello stesso tipo, ciascuno 
relativo ad una radice oc,* della (38). N ell’esponente della (37) infine, va preso 
il segno più o il meno a seconda che f "  (oc) è positiva o negativa.

A pplichiam o il procedim ento indicato alla valutazione dell’integrale (21).

(21) 7) =  / cos ^gk t - Jo (kr) ■ Ji (kS) dk

nei due casi kr  00 e kr  -* o .
Per kr  -> 00 si ha notoriam ente:

(39) Jo (kr) ~  ] /  —  cos (kr —  - )  ,

per cui la (21) diventa

00

(4°)  ̂ ^  [cos (ìlgki —  k r +  +  cos (ì/gk t +  kr-— -dk.

Il secondo term ine entro parentesi quadra non dà contributo all’integrale in 
quanto la derivata dell’argom ento del coseno non ha radici positive: si ha:

( 4 0

| f ( k )  =  Ì g k t  —  k r - \ - ~

j f ( A = - Ì Ì ‘ - >

L ’equazione f \ k )  =  o dà l’unica radice

■r.

(42) k — oc = gl2 
4 r2

per cui la (40) diviene, applicando la (37) e prendendo la sola parte reale della 
form ula:

(43)
J2 T ge  s \ gì2

7 1 =  —5T- Jl ---------—  COS - —  •■ 7T0r  J \ 4 r  r  4 r

• • • p̂ 2
L a condizione assegnata kr->  oo equivale quindi a — -> oo
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Per kr  o si può invece usare l’artificio seguente; lo sviluppo in serie 
di Jo (kr), arrestato ai term ini del secondo ordine, vale:

(44)
t /7 \ r ~Jo (kr) =  1 ------ --------

e questo coincide, con u n ’approssim azione lim itata ai term ini dello stesso 
ordine, con lo sviluppo del cos kr j^2 :

(45) cos kr
w

k2r 2
I ------------

4

Nella (21) sostituiremo quindi, al posto di Jo (kr), cos kr /̂ 2  , ottenendo:

kr
(46)

Si ha ancora:

7] ~  j cos ̂ gk t* cos Ji (kS) d k .

(47) ^ / J 1 (^s) [cos [ h k t —  ~ìf=) +  cos {igk t  +  krV2 h
dk

e nella form ula precedente non va considerato il secondo term ine fra parentesi 
quadre per le ragioni già viste.

Procedendo come per il prim o caso si ottiene:

e la condizione f ' ( k )  =  o fornisce

(49) k =  ot = gt2
2r 2

per cui l’applicazione della (37) dà ora:

(So)
23/4

Vtc 8r 4 V 2

g t 2Anche qui la condizione kr  o equivale alla —— > 0 .

'R itengo che la trattazione esposta sia com pletam ente originale, e tanto  
la soluzione esatta del caso presente, quanto le formule asintotiche (43) e (50) 
siano state qui assegnate per la p rim a volta.

N on si insiste sull’ottenim ento della soluzione per un impulso finito un i­
tario  distribuito  uniform em ente su di un cerchio con centro nell’origine, perché, 
come già si è detto, è un problem a ad energia iniziale infinita, e come si è visto 
in [1] è sem pre possibile ottenere il risultato applicando alla presente soluzione

l’operatore — , essendo p la densità del liquido.
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