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Geometria. — Sulla classificazione delle varietà abeliane. Nota 
di L e o n a r d  R o th ,  p r e s e n ta ta 0  dal Socio B. S e g r e .

N ella presente N ota diam o uno sguardo rapido al m etodo di classificare 
le varietà abeliane; come vedremo (n. 4), tali varietà hanno sem pre il genere 
geom etrico e i plurigeneri < 1 ,  e il m etodo attuale dà dei risu ltati completi 
solam ente per quei tipi che abbiano qualche plurigenere positivo. E sattam ente 
55 anni dopo le celebri M em orie [1,3] rispettivam ente di B agnerà -  De 
Franchis e di Enriques -  Severi, sulle superficie abeliane, siamo venuti in 
possesso di tu tti gli strum enti necessari a ll’uopo; alcuni di questi vengono qui 
descritti per la p rim a volta.

Per le dim ostrazioni dei vari risultati che ci occorrono, nonché per le 
relative notizie storiche, rim andiam o alla M onografia [5].

1. In  tu tto  il seguito è fondam entale il concetto di fu n zio n e  abeliana d i 
generep  [2], associata ad una da ta  m atrice co di R iem ann; tale funzione/  (u± , u2,
. . ., up) dipende effettivam ente dalle p  variabili complesse % , è m erom orfa 
ovunque al finito, e possiede 2p  periodi sim ultanei definiti da co. D enotiam o 
con U2p una regione fondam entale (a 2p  dimensioni reali) di quei periodi.

Chiam eremo varietà abeliana ogni varietà W p irriducibile e ^-d im ensionale 
che am m etta una rappresentazione param etrica m ediante funzioni abeliane 
appartenenti a co; allora il rango r  di è il num ero dei punti di U 2p corri­
spondenti al punto  generico di W p. In  particolare, chiam asi varietà  di P icard  
se, e soltanto se, r  =  1. Possiamo dim ostrare che ogni W p è algebrica.

E di grande im portanza il teorema: e sempre possibile costruire un modello 
proiettivo non singolare d i una data varietà d i P icard tale che i  suoi p u n ti siano 
in  corrispondenza biunivoca, senza eccezioni, coi p u n ti d i U 2p. L a prim a dim o­
strazione rigorosa di questo risultato  è dovuta a Siegei.

2. Varietà  d i P icard. -  D enotando con V p il modello suddetto, osser­
viamo che le relative variabili % costituiscono delle coordinate universali 
sulla varietà. Ne consegue subito che V p am m ette sem pre due tipi diversi di 
automorfismi, rappresenta ti rispettivam ente dalle equazioni (mod. co)

(i ) U{ =  tlì -p Ci (t =  1 , 2 , • • •, p)

(2) Ui =  — u{ -f- Ci (i =  i , 2 ,. . ., p),  con Ci costanti.

E videntem ente l’insieme delle trasform azioni (1), dette di prim a  specie, form a 
un gruppo abeliano continuo Gp che risulta com pletam ente e semplicem ente (*)

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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transitivo  su V^. Invece ogni trasform azione (2), detta di seconda specie, è 
involutoria. E la a m oduli generali non am m ette altri autom orfism i che 
questi.

Possiamo dim ostrare che i l  fi  atto d i possedere i l  gruppo Gp caratterizza V p .

3. Passando agli invarian ti di V^, vi è luogo a considerare le forme diffe­
renziali di prim a specie, ovunque finite su V^. A nzitutto  si vede subito che tu tte  
quelle forme di prim o grado sono funzioni lineari, a coefficienti costanti, delle 
differenziali d u { (i =  1 ,2  Più generalm ente si può dim ostrare che
tu tte  le forme differenziali di prim a specie e, di grado k  (2 <  k <L p) sono 
funzioni analoghe dei prodotti quali du\du% • • • duk . E ppertan to  i rispettivi 
num eri di forme differenziali di prim a specie e di grado k , linearm ente indi- 
pendenti tra  loro, sono forniti dalle formule

In particolare, il genere geom etrico P^ (Vp), che non è altro che g p (V  fi), 
risu lta uguale ad uno. Ed in v irtù  dell’esistenza del gruppo Gp inerente a Vp 
(n. 2), segue che / ’ ipersuperficie canonica e tutte le ipersuperficie p h ir i canoni che 
d i Vp sono nulle (cioè effettive e di ordine zero).

Perveniam o alle stesse conclusioni adoperando il concetto di form a 
tensoriale, dovuto a Kàhler. Supponendo per il m om ento che sia una 
form a qualsiasi, dotato di singolarità ordinarie, e situata in uno spazio 
S/+ i (xi , %2 xp+1), si può stabilire agevolm ente che il plurigenere
P* (V/) (2* — 2 , 3 ,. . . ) è il num ero delle forme di prim a specie, ind ipen­
denti tra  loro, del tipo (1)

ove A denota luna funzione razionale, e le % sono coordinate locali sulla varietà. 
Il genere aritm etico Pa(Vp) viene dato dalla relazione di Severi -  K odaira,

Ne discende in particolare che i l  genere aritmetico della varietà d i P icard  
è uguale a (—  i)^_ 1 .

4. V a r ié TÀ ABELIANE. -  Dopo questi prelim inari passiam o a considerare 
le varietà abeliane di rango r >  1. Evidentem ente ogni tale varietà è
trasfo rm ata razionale di qualche V p di Picard: oppure -  che è lo stesso -  
immagine d 'una  involuzione In {di pun ti) sopra V p .

Orbene, per poter applicare le considerazioni del n. 3 ad una varietà 
così definita, |occorre sapere che esiste una trasform ata birazionale di W p che 
sia priva di pùnti singolari; e sta di fatto che i modelli d i'I„  che naturalm ente

(1) Siccome una funzione abeliana ovunque olomorfa dev’essere costante, nel caso delle 
varietà di Picard, la funzione A è costante (non nulla).

(3)

(4)
3  ( n i  U P ) \

(5) p* (v*) = g p —gp-1 +...+(—  l y ^ g i .
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si presentano sono quasi sem pre dotati di singolarità complicate. L ’esistenza 
del modello richiesto, nel caso p  >* 3, è orm ai garan tita  da certi risu ltati di 
H ironaka che sono in corso di pubblicazione.

Consideriam o ora la corrispondenza tra  V p e questo modello non singo­
lare, che continuerem o a denotare con . A nzitu tto  si vede che tutte le 
ipersuperficie canoniche e p lu r i canoni che d i W  p sono o virtua li o nulle. E 
quindi risulta che (W f i  <C 1, P e (W^) <C 1. Sim ilm ente, abbiam o che

I valori esatti degli invarian ti di W p possono venir calcolati come segue. 
Sia P (uP) un punto  generico di \ n : allora la form a differenziale du\du%. . . duk 
a ttaccata  3. V p è pure una form a differenziale di prim a specie a ttaccata  a
se, e soltanto se, essa m antiene lo stesso valore a tu tti i punti coniugati a P in 
\ n ; e tu tte  le forme differenziali di prim a specie su W p -  se ve ne sono -  
provengono nella stessa m aniera.

II genere aritm etico P* (W  fi  è poi dato dalla (4). I vari plurigeneri di 
W p vengono determ inati analogam ente, poggiando sulla nozione di form a ten ­
soriale. Così il plurigenere P z (W^) risulta uguale ad uno se, e soltanto se, il 
determ inante jacobiano

J — d (ui , U2 , . . . , Ufi/d (u'i , U2 , . . . , Ufi ,
calcolato rispetto ad una qualunque coppia (%) e (ufi di punti coniugati di 
In , m antiene lo stesso valore — e precisam ente una radice i -  esima dell’un ità  -  
quando (ut)  rim ane fìsso e (ut)  varia entro il gruppo dei n — 1 coniugati in 1̂  .

5. Il T eorema principale . -  Il seguente ,risu ltato  sta alla base della 
classificazione delle varietà abeliane: ogni involuzione \ n su  V p che abbia 
qualche plurigenere uguale ad  uno e che non sia composta con una involu­
zione picardiana (cioè immagine d i qualche a ltra N fi  è generabile con un  
gruppo Gn d i ordine n d i autòmorfism i d i V y .

L a dim ostrazione del teorem a, che è di carattere trascendente-topologico, 
poggia sul fatto  che, per l’ipotesi fatta, il determ inante /  del n. 4 non può 
m ai annullarsi, e che di conseguenza non esistono punti fondam entali in \ n . 
Per l ’interessante storia di questa proposizione si può consultare [5]. In lin- 
guaggio geom etrico essa ci dice che data una qualsiasi sottovarietà W k irr i­
ducibile d i V p, non appartenente a \ n, i l  luogo dei coniugati dei suoi p u n ti  
si scinde in  n — 1 varietà birazionalmente equivalenti a W k .

V a notato che non è sem pre valido il teorem a inverso: ad esempio, dalla 
corrispondenza tra  e si deduce facilmente che se l n possiede ocV-1 coin­
cidenze^ allora P^ (W^) =  P* (W^) =  o. M a ciò nonostante, possiamo costruire 
esem pi di tali involuzioni generabili con gruppi Gn .

6. D ’ora innanzi denoterem o con una varietà abeliana (e non p icar­
diana) non singolare, la quale sia im m agine d ’una involuzione l n su V p . E 
supporrem o che abbia qualche plurigenere uguale ad uno; sicché \ n sarà
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dotata  di al più oo^~2 coincidenze. Per tale fam iglia di W p il problem a di clas­
sificazione viene posto come segue.

(i) evidentem ente il relativo gruppo Gn è generabile con un num ero 
finito di sostituzioni della form a

p
(6) Ui =  X  aij Ui +  f>i- (ì =  1 , 2 , . . . ,  p),j=i

ove le a^-, bt sono costanti. Il prim o compito è quindi quello di determ inare 
tu tti i gruppi Gn di collineazioni in p  variabili indipendenti;

(ii) siccome, per ipotesi, W p non è picardiana, non tu tte  le trasform a­
zioni del relativo gruppo Gn possono essere di prim a specie; e salvo in un 
caso particolare -  di cui tra  breve -  non sono tu tte  di seconda specie. In 
generale dunque si presenta il fenomeno della moltiplicazione complessa, che 
può verificarsi soltanto sulle N  p a m oduli particolari. Il secondo compito allora 
è di ottenere tu tti i tipi a p rio ri possibili di tale moltiplicazione (cfr. [5]);

(iii) in fine si passa alla costruzione effettiva delle corrispondenti m a­
trici di R iem ann. Incidentalm ente, cosi si ottengono tu tti i valori possibili del 
rango r  di W p .

Nel corso dell’indagine troverem o anche quelle varietà abeliane a plurige- 
neri tu tti nulli che rispecchiano involuzioni Iw generabili m ediante gruppi Gn .

Per tu tte  le varietà W p cosi determ inate, possiamo calcolare gli invarianti 
g k y P,- > coi m etodi del n. 4, poggiando sulle (6).

7. L a  VARIETÀ DI W ir t in g e r .  — Illustriam o i concetti precedenti sopra 
un caso interessante, quello della varietà di W irtinger, che generalizza in modo 
ovvio la superficie di Kum m er. Il relativo gruppo Gn è generato dalla sola 
sostituzione.

(7) u'i =  — Ui (7 = 1 , 2 , . . . ,  p).

Si tra tta  quindi d ’una involuzione I2 con num ero finito (e precisam ente 22-̂ ) 
di coincidenze.

È chiaro che ogni prodotto  quale dui du% . . ,  duk rim ane invarian te 
sotto le (7) se, e soltanto se, k  è pari, e quindi abbiam o che

(k pari) ; g k =  o (fi dispari).

Pa =  (— l)P (2p~l — i) .

Quest ultimo) risultato  è stato ottenuto da G ròbner [2], poggiando sulla teoria 
delle funziorii theta  e la form ula di postulazione di H ilbert.

Considerando poi le forme tensoriali (4), abbiam o che

P ip =  1 (ip  pari) ; Y i p  =  0 (ip dispari).

D alla (5) si trae  che
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8. I l  C a so  V p =  J^. -  Accenniam o ad un  altro caso particolare, di no te­
vole interesse, e cioè quello in cui venga identificata con la varietà ] p di 
Jacobi, che rappresenta i g ruppi di p  punti d ’una curva C di genere p  ( > 2 ) .  
Com ’è ben noto, se C è a m oduli generali, essa non possiede automorfismi; m a 
in altri casi C può am m ettere dei g ruppi G„ finiti di trasform azioni birazionali 
in sè. D enotando con («,■) l ’insieme degli integrali di prim a specie attaccati a C, 
osserviam o che a ciascuno di tali g ruppi corrisponde un certo num ero di sosti­
tuzioni quali le (6), che esprim ono i legami tra  gli integrali «,• a punti omologhi 
di C. Il passaggio ai risu ltati analoghi per Jp è im mediato: d ifatti ogni integrale 
Vi di p rim a specie attaccato  a Jp è della forma

Vi =  Ui (xi) +  Ui (xì) + • • ■ • +  Ui (xp) ,

ove x i , X2 , • • •, x p sono punti di C omologhi a un punto di Jp .
Con la risoluzione del problem a di determ inare tu tti i possibili g ruppi G„ 

di autom orfism i di C, e risolto pure quello di costruire le relative m atrici di 
R iem ann.

F in  qui abbiam o supposto che C sia irriducibile; m a sono interessanti anche 
quei casi in cui C venga spezzata in due o più componenti; allora possono sor­
gere, in più delle funzioni abeliane propriam ente dette, quei tipi degeneri che 
si chiam ano funzioni quasi abeliane (n. io).

9. V a r i e t à  pseudo-ABELIANE. -  Consideriamo ora il caso in cui W p 
abbia irregolarità superficiale q >  o; e possiamo supporre che sia q <Lp ,  
in base ad un teorem a di Severi, secondo cui se q =  p,  W p è p icardiana. Per 
ipotesi, precisam ente q (=  g ì)  delle differenziali dui debbono rim anere im m u­
ta te  per le sostituzioni del relativo gruppo Gn , il che im plica che, nelle (6), 
precisam ente q delle costanti a,y siano uguali ad uno. In  quel caso possiamo 
m odificare la m atrice co dei periodi in modo tale da ridurre le (6) alla form a 
canonica (2)

) u i — Ui +  bi (z =  1 , 2 , , . . ,  q),

(8" )  Uj — Xy Uj +  bj ( j  =  q +  1 , q  +  2 ,. . ., p) .

E siccome il gruppo generato delle (8'), (8") è finito, le costanti Xy debbono 
essere radici dell’unità, diverse da ll’un ità  stessa.

O ra l ’esistenza della relativa involuzione In porta ad una notevole specia­
lizzazione della Vp ; nel caso attuale  essa am m ette un sottogruppo invarian te Gq , 
le cui traietto rie costituiscono una congruenza (sistema d ’indice uno) p icar­
diana di varietà Vq di Picard, e conseguentem ente -  come del resto è ben noto -  
un secondo sottogruppo invarian te  Gp- q con relativa congruenza di traiettorie 
del tu tto  analoga alla prim a.

Sqgue dalle (8') che W p am m ette anch’essa un gruppo -  diciamolo 
-  di| automorfismi, le cui traiettorie sono varietà di Picard, e di cui le tra -

(2) Questa riduzione vale per una qualunque sostituzione generatrice di Gn , ma non 
(in generale) per le altre, se tali ve ne sono.
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sform azioni sono quelle di p rim a specie su queste ultime. Però la congruenza 
a cui appartengono non è picardiana, bensì abeliana, essendo trasfo rm ata 
razionale d ’una congruenza p icard iana su N  p .

Q uesta W p b caso particolare -  in quanto i suoi plurigeneri non possono 
superare il valore uno -  delle varietà fiseudo-abeliane di tipo q [5]. Essa con­
tiene una seconda congruenza, im m agine della congruenza com plem entare 
giacente su V p, m a in generale non am m ette altri autom orfism i che quelli 
del gruppo Gq.

Osserviam o ora che in questo caso In non ammette coincidenze. D ifatti, 
non tu tte  le costanti b{ nelle (8') possono annullarsi. E d ’altra  parte, per 
una varietà W p superficialm ente regolare, vale sem pre la riduzione alla 
form a canonica (8 ), con 1 esclusione delle (8^), sicché in tal caso la corrispon­
dente involuzione l n possiede sem pre delle coincidenze.

D unque possiamo enunciare i seguenti risultati:
/ )  Ogni varietà abeliana W p d'irregolarità superficiale q (o << q <g p) 

e dotata d i qualche plurigenere uguale ad uno è pseudo-abeliana d i tipo q; essa 
contiene una congruenza abeliana d i varietà V q d i Picard, che sono traiettorie del 
gruppo Gq inerente a W p, ed una seconda congruenza (picardiana e costituita d i 
varietà di Picard^. L  involuzione \ n di cui SVp e Pimmagine e sempre priva  d i 
coincidenze.

Per quanto  concerne le due congruenze su W ^, notiam o che, delle due 
congruenze corrispondenti su N p , la prim a non appartiene m a la seconda 
appartiene a l n : indi le conclusioni.

II) S ia  In una involuzione sopra Vp che sia semplice, a plurigeneri non 
tu tti nulli, e p riva  d i coincidenze. Allora Vimmagine W p d i l n deve avere Virregola­
rità superficiale q > o . S e q = p ,  W p è una varietà d i Picard', in ogni altro caso W p 
è pseudo—abeliana di tipo q, ed allora i l  gruppo Gp inerente a N p contiene due 
sottogruppi , Gp- q invarianti, le cui rispettive traiettorie sono varietà d i Picard.

IO. Varietà  QUASI a belia ne . -  Fin qui è stato sottinteso che le funzioni 
abelianq di cui si tra tta  abbiano esattam ente 2p  periodi sim ultanei. M a pos­
siamo contem plare vari casi particolari di esse, e cioè delle funzioni m erom orfe 
con meno di 2p  periodi, per cui la regione fondam entale assume necessa­
riam ente delle forme degeneri. L a teoria generale d ita li  funzioni -  dette 
quasi abeliane — si inizia con Painleve; una trattazione più esauriente, che 
com prende anche il punto di vista geometrico, devesi a Severi [6]. Le ricerche 
di Severi si concentrano sulle varietà quasi abeliane di rango uno (che con­
verrebbe chiam arsi quasi picardiane); il suo teorem a principale ci dice che ogni 
tale varietà è birazionalm ente equivalente al prodotto  d ’una varie tà  di P icard 
ed uno spazio lineare. Per il legame tra  questi risultati e quelli concernenti le 
varietà pseudp-abeliane, rim andiam o al lavoro recente [4] di Rosati.

^?§^uri§iamo in fine che i precedenti risu lta ti, insieme a vari altri, 
appariranno  in un lavoro di prossim a pubblicazione che è dedicato alla 
m em oria di Guido Castelnuovo.
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