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Geometria. — Fibrazioni proiettive legate alla rappresentazione 
geometrica dei nullifici di certe algebre(*\ Nota di O r a z io  S o r a c e , 
p re s e n ta ta ^  dal Socio B . S e g r e .

1. Fissato un campo y, non perfetto, di caratteristica ^ > 0 ,  sia 8 un 
campo ottenibile da y m ediante u n ’estensione com m utativa, semplice, p u r a 
m e n t e  i n s e p a r a b i l e  di grado n =  p e, essendo e un intero positivo. 
In questo lavoro si studia anzitutto la s tru ttu ra  dell’algebra relativa ad una 
tale estensione algebrica e la rappresentazione geom etrica dei suoi nullifici. 
Indi, collegando, come ha fatto B. Segre [1] nel caso delle estensioni separabili, 
tale rappresentazione geom etrica con il problem a delle librazioni proiettive 
di uno spazio, si dà una c a r a t t e r i z z a z i o n e  p r o i e t t i v a  del 
relativo sistem a grafico elem entare.

2. Sia a un elemento di y che non sia potenza p ma di alcun elemento del 
campo stesso. Il campo 8 risulta isomorfo al campo y (0) ottenuto da y con 
l’aggiunzione simbolica di una indeterm inata 0 soggetta all’equazione insepa
rabile xn-— oc =  o, la quale, poiché è 0* =  oc, in 8 può venir scritta nella 
seguente m aniera: (x — 0)* =  o.

Sia x un campo arbitrario  contenente 8 come sottocam po. Chiameremo 
algebra su x, relativa alla estensione puram ente inseparabile S/y, l’algebra & 
associativa e com m utativa, di ordine n, dei polinomi su s n e lla  indeterm inata X, 
cioè l’algebra costituita dagli elementi

(0   ̂ =  X  [X] =  XI  -j- X2  X -j- • • • -f- xn X n 1 (x E x)

con la regola di semplificazione dei prodotti: X* == a. L a sottoalgebra &' C & 
costituita dagli elementi ottenuti dalla (r), dando alle x  valori in y, è m ani
festam ente isomorfa .a  8.

Farem o corrispondere al sistema semplice (£), cioè ad ogni elemento c^
con c f i o  in x, il punto di un S ^ _ x proiettivo su x  avente le coordinate
proiettive omogenee (x\ , x 2 , • • •, xn). Consideriamo ora due serie di indeter
m inate (xi , *2 , ■■ • •, xn) e ( v i , y 2 , • • • , y u). Se poniam o yj =  y [ X] ,  risulta 
£v) =  tyj (x \y )  X7*” 1 (nel secondo m em bro sottintendiam o la somma per 

7 =  1 , 2 ,  • • • ,» ) ,  ove:

+1 =  XI y i  +  a-Xn y 2 +  &xn —iV3 +  • • • +  &x2y n
^2 =  ^2 y i  +  xi y 2 +  a x„ ys  +  • • • +  00:3  y n

=  xny i  +  xn^ i y 2 +  xn—2 ys  +  • • • +  x \ y n .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di Ricerca matematica del Consiglio Nazionale 
delle Ricerche.

(**). Nella seduta del 17 giugno 1965.
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Sia. A (x) la m atrice form ata con i coefficienti delle y  in tali forme. Gli ele
m enti \  ed 7] si chiam ano m utuam ente n u l l i f i c i  od o r t o g o n a l i  se, 
essendo i; =f= °  , 7] =(= ° , risulta £73 =  o. Affinché £ =j= 0 sia un nullifico, occorre 
e basta che sia det A (x) =  o; e si chiam a r a n g o  del nullifico ^ il rango 
k (i<L k <L n — 1) della m atrice A (V), m entre il num ero n —  k , eguale all’or
dine della sottoalgebra di form ata dallo zero e da tu tti gli elementi ortogonali 
a 5, chiam asi i n d i c e  o n u l l i t à  di

L a m atrice A (a:) coincide, a meno di un opportuno scambio di righe e 
colonne, con la m atrice risultante bézoutiana dei polinomi ^ ed — oc. Poiché 
quest’ultim o polinomio ha 0 come unica radice, e poiché condizione necessaria 
e sufficiente affinché due polinomi abbiano un divisore comune di grado n — /è, 
e non più, è che la loro m atrice bézoutiana abbia rango k, possiamo conclu
dere che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un nullifico abbia rango k è che 
esso ammetta 0 come radice d i molteplicità n —  k.

I l  luogo dei punti rappresentativi dei nullifici è Vi per piano di S „_ i  di 
equazione

(3) XX +  JC2 6 +  • • • +  x n O*-1  =  O .

Chiam iam o V<0) ta le  iperpiano, e V (m> (i <  m <  n —-2) l’iperpiano rap- 
presentato dall’equazione che si ottiene derivando la (3) m  volte rispetto a 0. 
Chiam iam o poi 0 ^ _ i  lo spazio, di dimensione k  — 1, intersezione degli iper- 
piani V(0),V (1\ - • Gli n —  i spazi 0 , _ x (k =  i , 2 ,• • -, n — 1)
costituiscono una b a n d i e r a  nell’iperpiano V<0> =  0*_2- Per quanto sopra 
esposto, si ha quindi che:

I l  punto rappresentativo dei nullifici d i rango uno e O0 . I l  luogo dei punti 
rappresentativi dei nullifici d i rango k (2 < k < n  —  i) è lo spazio Ok~ \ p r i
vato dei punti di Ok~2-  Chiameremo 0^__i tale luogo.

3. Consideriamo il nullifico (che chiam iam o e l e m e n t a r e )  di rango k

Kk =  (6 —

I l  luogo dei punti rappresentativi del sistema (£1 , £2 , • • •, CO * 0 _̂_ 1. 
Tale luogo è infatti lo spazio congiungente i punti indipendenti £1 , £2 
di 0 ^ _ i .

Osserviam o ora che

(4 ) (0 — X}" =  oc — X" =  o ,

e quindi X (0 —  X )% 1 ~  0 (0 — X)**- 1  ; sicché, per qualunque E =  x  [X], 
risulta:

(5) =  (xi +  X2, 0 +  • • • +  x n O'*- 1 ) =  X  [0] £1 .

Ogni nullifico di rango k è del tipo Xi <u. +  >.2 £2 +  • • • +  hk , essendo 
le Xe x  e X^=|= o. L a (4) im plica X,h ^  =  o se h -f- k <C n, eppertanto:
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I l  luogo dei punti rappresentativi dei nullifici ortogonali ad un assegnato 
nullifico d i rango k è On — k — i- Sono autonullifici quei nullifici il cui rango k 
soddisfa alla

(6) 2 k <; n .

Ogni nullifico è nilpotente e viceversa.
Infatti, per la (4), un qualunque nullifico elem entare Kk , e quindi ogni 

nullifico, è nilpotente; anzi, essendo Palgebra d  com m utativa, è propriam ente 
nilpotente e quindi [2] possiamo concludere che:

I l  radicale dell algebra d  è costituito dallo zero e dal sistema d'ordine 
n —  1 dei suoi nullifici.

4. Eguagliando a zero le (x\ y), date dalle (2), si ottengono [1] n reci
procità involutorie indipendenti, rispetto a ciascuna delle quali sono coniugati 
due punti ortogonali £ , 7) d i. S * _ i.  Per £ =  7) otteniam o n  forme quadratiche 
indipendenti cpy (x) ~  (x \x ). Supporrem o nel seguito p  2. L a (6) porge
allora k <L ( n —  i)/2. Concludiamo che:

I l  sistema lineare oon ~ 1 d i quadriche determinato dalle 9 . (x) =  o 
C/ =  i , 2 , . . . , t t )  ammette lo spazio 0 (*-_3)/2 come base. In  un punto d i tale spazio, 
che abbia rango k (k =  1 , 2 , • • •, (n — 1)/2), lo spazio risulta tangente
a tutte le quadriche del sistema lineare.

5. U no dei « modelli » trovati da B. Segre [1] per descrivere la geom etria 
algebrica in uno spazio S  ̂— i (V> 2) lineare sopra un campo 8, estensione 
algebrica di grado n di un dato campo y, senza uscire dal campo y, è costituito 
da un sistem a 2 , da lui chiam ato s i s t e m a  g r a f i c o  e l e m e n t a r e ,  
di spazi S ^_  ! lineari sopra y, che f i b r a n o  uno spazio S(__i (s =  nr), anche 
esso lineare sopra y. In [1] tale sistema 2  viene caratterizzato proiettivam ente 
m ediante ^  s p a z i  d i r e t t o r i  (cui si appoggiano i suoi S * _ i), associati 
alle n radici distinte dell’equazione m inim a dell’estensione algebrica separa- 
bile 8/y.

Nel caso, qui considerato, che l’estensione 8/y sia puram ente inseparabile, 
gli n spazi d irettori vengono a coincidere; m a il sistema 2  verrà altrim enti 
caratterizzato.

Ci riferirem o all’algebra OJ su y, relativa all’estensione 8/y. Farem o 
corrispondere ad ogni r-p ia  £1 ,'£2 ,,•••> & di elementi non tu tti nulli di 
definiti a menò di un comune fattore scalare (elemento non nullo arbitrario  
di y)* quel punto dell’S j_  i su y le cui coordinate omogenee siano -  in un 
ordine com unque fissato -  le loro componenti, che chiam iam o xn  , x i2 , • • •, x in 
(i — 1 , 2 , • • * ,r). Per ogni scelta, fa tta a meno di uno stesso fattore, ele- 
m entp non nullo arbitrario  di di r  elementi ai , a 2 a r , non tu tti nulli 
di d';, ed al variare del param etro t =  t\ +  h  X +  • • • -f- tn X n ~~1 in d ',  le 
L- =  a,-T (i = i  , 2 , • • - , r )  (quando si uguaglino le componenti omonime dei 
due m em bri) porgono le equazioni param etriche di un S *_ i di S)_-i • Il sistema 
5  di , così definiti al variare delle a, costituisce una f i b r  a z i o n e d i
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S j—1 ; cioè, per ogni punto P* (?*, , • • •, £*) di S ;_ 1; passa uno ed un sol
S„__i di 2 , di equazioni

(7) ^ = = ^ T  (i =  i , 2 ,• • -, r):

Al fine di caratterizzare proiettivam ente il sistema E, è opportuno am pliare 
S ^_i in uno spazio S ^ i  avente come campo base l’estensione § del campo base 
y di S i_ i .  Ci riferiam o poi all’algebra £1 su § relativa all’estensione §/y. 'Le.(7), 
fissati gli elementi non tu tti nulli e & 'C &, al variare di t ^ o in d , sono 
le equazioni di un S^__i am pliato di E; questo risulta così un S^__i rappresen
tativo dell’algebra d , in quanto i suci punti sono posti in corrispondenza om o
grafica, definita su y, con i punti di un Sw__i, che chiam iam o 7t, in cui rap 
presentiam o gli elementi x e d  nel modo specificato al n. 2.

In un S „ _ i di 2 , l’im m agine del nullifico di rango uno £ i = ( 0 — X )”'-1  
è il punto Pi di coordinate ì;* £1, cioè, per la (5), di coordinate X,- £1, essendo

(8) X,. — ^ i +  ^ 2  0 ~b '• • • ~b x tn 0 1 — x* [0] (1 =  i , 2 , • • •, r)

r  elementi d i S n o n  t u t t i  n u l l i .  Al variare dei param etri /,• € S, non 
tu tti nulli, le equazioni £,*• — /,• £1 ci dànno uno spazio subordinato di S j_ i ,  
avente dimensione r  — 1 e che designamo con Tr _ i ,  su cui giace il punto Pi 
relativo a ciascun S„__i di 2 . Dalle (7) si ha poi £,• £1 == £* t£ l , cioè, per la (5),

x i [0] £1 — X,- (t\ +  t2 0 +  • • • +  tn Qn *) £1 .

Ne consegue che l ’iperpiano co di un S*._i di E passante per Pi e corrispon
dente all’iperpiano di t:> di equazione t\ +  6 +  • — b tn 6 n~~1 =  o, luogo
dei rappresentativ i dei nullifici di d , giace nello spazio T J_ r _ x di dimensione 
s —  r  —  1, che contiene T r_ x ed ha le equazioni [0] =  o (i — 1 , 2 , • • •, r). 
Poiché le X,*, date dalle (8), non possono essere tu tte nulle, il punto P* non 
appartiene a ; T* __ r — 1 •

Poiché Ci è autonullifico, le coordinate di Pi devono soddisfare alle 
E2 =  o. Essendo (ved. n. 4)

%,t= <pi (xì) +  <p2 (x,-) X +  • • • +  9» (x ò X ”- 1  =

si deduce che Tr__x è comune alle quadriche

(9) <p/ (#,•) =  0 ;

qui, e nel seguito, l’indice j  prende i valori 1 , 2 , • • - , n e l’indice i i valori 
1 , 2 , • • •, r.

Gli iperpiani polari rispetto a queste quadriche di un dato punto 
^r) sono rappresentati da

(10) && =  o ;

hanno cioè l’equazione (x'i\xi)= o. U n  punto di Tr __iJha le coordinate /,• £1 e, 
per Q IjKi, la (io) d iventa x^ [0] £1 =  o; quindi, fissato un valore di i* le n
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quadriche (9) hanno in ciascun punto di Tr __x lo stesso iperpiano tangente, 
quello di equazione X;[Q] = o . Ne segue che: è tangente comune alle s
quadriche (9) in ciascun punto di Tr _ x.

Poiché è
r n  n I n I 1 n n — 1 /  r r \- t\nKi =  xi i +  Xi 2 a +  • • • +  x in a =  O9 [0]) ,

dalle (7) ricaviam o ~  2 =  X? t 2. Ne discende che, in un SK_ X di 2 , le qua
driche corrispondenti alle n quadriche di iz rappresentate da t2 =  o sono quelle 
in cui tale S ^ _ x sega le quadriche rappresentate da

/  _ _ \  r *  n — 2 r2
0 0  li =  o ,

cioè le quadriche:

\Lj (x t)  =  <J>y (a (**) | 9 fo ) )  =  o ,

essendo le oy (x*)  le componenti di E,fn~ 2 .
Fissato un valore di i, chiam iam o U,- e V* le trasform azioni cremoniane' 

tra  i punti di SJ_.x in  sè così definite:

(U ■)  ̂ =  9J ^  ■ (V.) j Xij =  Gj ^
I x ’sj =  x sj Xi [0] ’ ( Xsj= *</(*,• [O])*- 3

0  =  I ) 2 , • • • , T \ S =|= i).

Le equazioni delle inverse di U,- e V,- sono

t u -  I'i < XiJ =  Py ^  h  i Xij =  £y ^

0  =  i , 2 , • ,• •, r  ; =0 i) ,

essendo le py (;*:*•) ed Sy (x'I) le componenti rispettivam ente di e di
1)/2 (X)

Concludiam o che: le quadriche [Xy (xì) =  o sono le trasf ormate, mediante 
\J iy degli iperpiani 1)9 (or (#* ) | #,*) — o polari, rispetto alle quadriche 9y O9) =  o, 
dfez* punti corrispondenti a P* 2V2 V,-.

6. U n  S „ _ x di 2  incontra T r __x in un punto Px ,Tj_.r _ x in un S„__2 (che è 
e sega nella stessa quadrica le quadriche [ij (x i)= o , py (^2) = o , • • •, py (a;r) = o  

per ogni j  =  1 , 2 , • • - , ^. Viceversa m ostrerem o che:
Un S ^ _ x , passante per un assegnato punto P* di S(__x, che incontri Tr __x 

m  un punto e T s__r—i in un S^__2 e seghi nella stessa quadrica le quadriche 
[i* 0n) =  o , [Xy (x2)-= o , • • • , [Xy (xr) =  o,  per ogni j  =  1 , 2 , • • • , n, è un 
S fi __ x j d1 . 1

(1) Nel caso n = p  = 3, le U,- sono trasformazioni quadratiche involutorie e le V* si 
riducono all’identità.
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Assegnato infatti un punto P* (£*, £2 , » • £*) di S l_ i ,  si scelgano ^ — 1
punti in dei quali uno B (4 , /2 £1 , • • •, /r Ci) in T ,_ i  e gli altri

—  2 , • • •, af) (h =  1 , 2 , • • •, n —  2) fuori di TV_1, in modo da
individuare con P* un S ^ _ i ,  che ha così le equazioni:

li =  +  M n - l l *  +  M nli l l  (1 = 1 , 2 , - - - ,  r)

essendo mj E § dei param etri (nel prim o addendo del secondo m em bro è 
sottintesa la somma per h =  i , 2 ,- - -, n —  2). Se, per ogni j  =  1 ,2  , - - - , n, 
tale S^__i sega nella stessa quadrica le quadriche [Lj (x/) =  0, rappresentate 
dalla (11), le r  equazioni

(mk di +  m n _ i  +  m n U h f  Q n ~ 2 =  o (i =  1 , 2 , • • •, r)

dovranno identificarsi. Ciò è possibile se, e soltanto se, l£ =  Xz- , e di — l * d ,  
essendo ah n —  2 quan tità  dell’algebra <9L; cioè se B — Pi e se tu tti gli A k 
appartengono aH’S „ _ i di 2  che passa per P*.

Il risultato sopra enunciato, assieme a quanto esposto nelPultimo capo
verso del n. 5, dà una caratterizzazione proiettiva del sistema grafico elemen
tare 2 .

B ib l io g r a f ia .

[1] B. Segre, Teoria di Galois, librazioni proiettive e geometrie non desarguesiane, «Ann. di
Mat. » (4), 64, 11-29 (1964).

[2] A. A. Albert, Structure of algebras, American Math. Society, 1939, 23~24-

Summary. —- Geometrie study of the structure of an algebra related to a purely inse
parable extension, with applications to a fibration problem, extending some of the results 
contained in B. Segre [1].


