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Geometria. — Swur un espace & connexion affine associé & un
systéeme de Pfaff. Nota di AporLr Haimovici, presentata® dal Socio
B. SEGRE.

On a étudié diverses interprétations géometriques des systémes de Pfaff
(1) &' =di(x,y) dr’ G F=1,2, ),

sous certaines hypothéses restrictives sur les fonctions aj’: (#,7). On trouve des considérations
concernant les espaces a connexion affine liés & un systtme de Pfaff dans le livre de J. A.
Shouten, Ricci Caleulus [7], o il y a aussi une riche bibliographie concernant cette question.
Une espace différent & 272 dimensions & été associé par M. Haimovici [4, 5] & un systéme (1).

Récemment [3] nous nous sommes occupés de la méme question dans le cas des syste-

mes (1) complétement intégrables, en utilisant la projectivité

Yi=a’(x;y) X7,
entre les ensembles de droites qui passent par les points x et ¥ respectivement, de deux espaces
projectifs.

La généralisation de ces idées fait 'objet du présent article: on associe
a (1) un espace a connexion affine qui admet 7 champs de vecteurs covariants
et #» champs de vecteurs contravariants paralléles. Les éspaces & connexion
affine associés a un systéme complétement intégrable ont la torsion et la cour-
bure nulle; la réciproque est aussi vraie.

On démontre encore un théoréme d’existence d’un systéme (1) quand
on connait certains systémes de vectuers qui sont en relation avec la courbure
et la torsion de I'espace.

Enfin on démontre un théoréme d’existence pour les lignes autoparalltles
de T'espace, analogue au théoréme classique.

1. POSITION DU PROBLEME. CONNEXION AFFINE ASSOCIEE A UN SYSTEME
DE PrAFF. — Considérons le systtme de Pfaff

) dy* = df (x; ) do’,
xE(xl,xz’...,x”> ) J’-:—"'O’l,yz,"':y”): <M’j:1’27“"%)’
sous lés hypothéses suivantes:
a) les fonctions a% (x,y) sont de classe C?, sur R” X R*
6) la matrice |a%(x,y)| est non singuliére;

©) det | a¥| == o, x,y €R";
¢) les fonctions a% (x,y) sont bornées

| a2 | <M.

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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Associons a ce systtme de Pfaff, le systéme algébrique
(3) Yo =at(x;y) X

En interprétant les x* comme les coordonnées d’'un point d’un espace R} &
n dimensions, les y* comme les coordonnées d’un point dans un second espace
R, les X? et Y? comme les composantes de deux directions des deux espaces
R} et Ry respectivement, le systéme (3) représente une projectivité entre les
directions X et Y, issues des points x et ¥ respectivement; il est bien entendu
que cette projectivité dépend des points x et y.

Considérons maintenant une paire de points xp € R} et y9 € R, une courbe
I', a tangente continue, qui passe par xp:

( 2= x' (¢) o<t<T
4) x (#)€Cl [0, T, % (0) =
et la courbe T',:

4" yr=y"0

intégrale du systéme:

(5) D= (i) 7 () =

Il résulte des théoremes classiques sur les systémes d’équations différen-
tielles que les fonctions y* (#) sont définies pour # € [0, T] et qu’elles sont de
classe C1., |

Faisons correspondre a chaque point z (¢) de T, le point y (¢) de T, ;
soient x1 € I', et y1 € I', une paire de points correspondants, et

Y* = a%(x1;y1) X?

la projectivité du type (3), associée aux points x1 et ¥1. Si on considére aux
points o et ¥1 une méme direction Y?, alors les directions X’ et X}, qui lui
correspondent aux points xp et x1 respectivement satisfont i

a; (x0 ; y0) X¥ = ap (15 1) X1,

Il est évident que les Xi, dépendent de xo , 10, X* et de £ De ces derniéres
équations on déduit que la famille de directions X* correspondant 4 une meme
direction Y? définie le long de T',, satisfait a

x

ax’t eal - dr* oal  dy®
at(x;) - T b

ou nous avons omis 'indice zéro de x, et ¥y. En tenant compte du fait que »'(¢)
satisfait a (5) et en désignant par A, (x;) les réciproques de a;, qui satisfont &

6) A} af = 87,
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on constate que la derniére équation s’écrit encore sous la forme:

J X/ dxt = o,

ol nous avons désigné par D/Dx* 1'opérateur:

D 3
(®) Dok = ok T %

La relation (7) suggere la notation

7 7 Da_;l
(9) ij = Ay Dk ?

de méme que l'intérprétation de ces fonctions comme coefficients d’une con-
nexion affine; la différence entre cette connexion et la connexion affine ordinaire
consiste dans le fait que les coefficients dépendent des variables ¥ qui sont les
intégrales de (5).

2. TRANSFORMATIONS DES COEFFICIENTS . I';. — Soumettons les varia-
bles x* & la transformation

g = (v),

de classe C2 sur R”, et telle que

det( Gy )#: o.

; ox’

Le systeme (1) devient
[0 A o . axj (4
a"y) - aj (x (éE) ’ 7)) agr dg-' ’

c{’est-é—dire, les coefficients ag sont les composantes de 7 vecteurs covariants,
dont la loi de transformation est

- ax’
(10) o = aﬁ? .

De la méme maniere, on constate que les Al sont les composantes de 7
vecteurs contravariants, dont la loi de transformation est
~ . o
’
(10) A;j - Aé ox’
et que les dérivées 2a2/éy* sont les composantes de 72 vecteurs convariants,
indice de covariance étant j. Si on applique I'opérateur

D 3 3 ax”
P T8 o= xk D;L
DE kL 3y ¥F Dy
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aux deux membres de (10), on obtient:

Da* D&% " ax 3% 47
=5 R
DE Dx* 3P o 7 3ES sk

et par suite:

02 x4 —q xS . oxe - oxb
(11) — =1 p

ags’ 587 -

w T
c’est la loi de transformation ordinaire pour les coefficients d’une connexion.
Drailleurs, c’est cette loi qui justifie le fait que les T peuvent définir une con-

nexion affine.

3. LA TORSION ET LA COURBURE DE LA CONNEXION. — On trouve aisé-
ment pour la torsion:

Da? Da?
(12) Ty = T T = at (20 )

D’ D+’

c’est un tenseur deux fois covariant et une fois contravariant.
Quant au tenseur de courbure, nous allons définir comme tel le tenseur:

7 DF{/} DFJZ/E a 7 a 7
(13) Ry = B T D + Tl —Th .

On définira encore comme:- dérivée covariante d’un tenseur I’expression habi-
tuelle, a la seule différence que la dérivée ¢/dx* est remplacée par D/Dx*.

En tenant compte de cette définition, on constate que la dérivée covariante
de aj’; et celle de A;'. sont nulles, parce que

Da? Da% D4
o — J T o — _J 2 J o —
(14) | @, = —Thdi=— —Af o ar=o0
14 .
’ J DAfi 7 s o Az DﬂZ 7 Daz a
! A‘ﬁ”’: Dx” + P” Aﬁ = _A:p’ A'Y Dx” +AY Dx” A[S = 0.

On vérifie encore aisément l’identité:

D2 D2 Dx?g . Daz“ 3
(15) Dxk Dxf  Dxk Drk - \ D Dt )3y
En utilisant ces relations on trouve
. . da®
A b
<I6> R}M = A:z a —ay; Thz-
Si nous posons
. . aa’?
2 . ;\' 2 J
(17) Sjk = a, A[} —'c’yl s

le tenseur de courbure s’écrit sous la forme

(18) Rjz:hk = S_;:b Tis-
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4. IDENTITES DE BIANCHI; FORMULES DE DERIVATION. — Les identités
de Bianchi deviennent dans notre cas:

(19) Sje (Tatyr + Totz + Th8) + Shr Thr + Sjas T + Sy Tho =
VLV QI‘,’; o ar;k o) i e s @ rps o s
_— (W—Th + - T+~ Th) + 85 (T8 Th, -+ T4 Ths + T5 T,
et
(20) Sia T + Sia Th + St Tia = Tjss + They+ T +

4+ Ty Thu+ T Ty + Ty Th.
Or, par des calculs élémentaires on costate que
i

: M, o | i ok
(21) Sia,r— h e + Sz S, =o0;

II résulte alors que les identités (19) se réduisent aux identités (20).
D’ailleurs (17) donne:

, 9"? — At BS
(17) R
et en utilisant les égalités 22 a?/ay* ayr = &2 affeynayt | 2 ableyt dxt = o2 abfox’ eyt
et (12), on obtient les relations:

aSj a ] ;fa a 2 m i m / T T
(22) AL 55— AS 7 + AT AG (Shs Sl S, ST+ ATSL (AL ST, — AL S3),
et
7 7 A aTjZ:r 7 a 2 a
(23) th,r—srlz,j— a, @T + Sja Srh— Sra Sjk‘ = 0.

Remarquons encore que les dérivées partielles 32%/3y* sont les composantes de
7 vecteurs covariants; on peut donc poser

oy o g
(24) Tyr = Cﬁ}‘, d]. )

Cha étant des fonctions de x et , qui peuvent étre exprimées 4 I'aide des @} et
de daf/oy :
2a2 3AG
I

o o a
(25) Con=Ap 5= —a; i

On obtient encora de (24)

3A? ;
(25" —gyTﬁ = —CpAs
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L’égalité des dérivées ©o* afoyt 3y = ¢ a3[ey® 3y* conduit &

9(,0';h 3C%
G % o cch— o

(26)

il résulte que les Cﬁ;u se comportent — comme foncticns des variables ¥ — comme
les coefficients d’une connexion de courbure nulle.

En tenant compte de (17) et (24) on obtient la relation entre S et les
coefficients Cgp:

7) Sie = ai & AyCla,
et
7) Cor = ALAL @) Si;
en utilisant (21), (27) et (27'), on trouve:
)
3 77
(28> Cah r = A{z a[i 3)//7» MCZV why

. aqe 3
et, d'une maniére analogue a celle utilisée pour S;;:
i

aT'r 3
(28" a3 Ch ,—atClh, =4 ayg — af al (Ch, Chy —Ch L CY) .

Il est bien entendu que la relation de Bianchi (20) peut étre exprimée i
l'aide des Clg, au bien des Sfj.

Enfin, compte tenu du fait que pour « et A fixées, ¢a%[éy est un vecteur,
posons:

day
(27) 9)/3- = b}.z:
ol
(27" b5 = Cigal;
et en méme temps:
Daj Dx§ o
(28> Dzt~ Dxk = Vak,
ou
(28") 0z = af Tis.
De ces dernitres relations on déduit par des opérations élémentaires:
oy,
2y° Y0 RS
0%, D* D&,
2 . 0 ek __ 7o L 2
< 9) aye ka th bgk boh ég}z bok:

Do}, Do, Dekh N N N
| D D + M = bonO% + 662 00 + 507z
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Les deux dernieres identités s’écrivent encore 4 l'aide des dérivées covariantes:

Elily
A A A Ik
bor,n— bon, e = Tis bga + bz b, — b3y, bop— e

A A A A A A o
0,0+ 02+ 0515 = by, 051 + 654 63, + 65,07, + Tj, 65, -+ T3, 05, -+ T7, 03, .

5. UN THEOREME D’EXISTENCE. — Supposons donnés les #2 vecteurs
covariants bg,v et les »n tenseurs deux fois covariants 0;;. Nous allons dé-
montrer que ces données, de méme que certaines données initiales pour les
af déterminent le systtme de Pfaff (1). Plus précisément nous allons démon-
trer le théoréme suivant:

THEOREME. — Si:

10 by; sont w3 fonctions de x1,x2,- -, x" ; YL, ¥2 -+ ¥ de classe C" ' H1
définies sur

R2~ - —oo<x",yj<+00,
bornées par M, cest a dire
(30) l 63,- | <M,;

. . . 1— ..
20 O3 sont w3 fonction des variables x* , y7 de classe C" 7% (u = max (¢, 5))
définies sur le méme espace R2%. et bornées.

(30) Ol =M
30 les fonctions O et by, satisfont & (20);
4° les fonctions @i (a1, 22,43, -, 2" , o3 (a2, 43, -, 2", .-
ey og(xt xt L x) o oY (x) somt de classe C',C'TN,... CTTIT?
respectivement définies pour — oo < x* < -+ oo, alors il existe un systéme

unique de fonctions a(x ; ) de classe C'"7' ™7 satisfaisant & (27), (28) et aux
conditions initiales:

(31) a;(x(l)’xg’...’xg—-l’xﬁ,...’x”;y(ll,yg,...,yg) e (P;-<x15,x15+1,...}xn)_

Pour la démonstration, nous allons utiliser une méthode d’induction:
Considérons le systéme

a0
ca,

(271)

x:b%ly (“))\:IJZ)"'!n>'

oy

Il est évident que, compte tenu de la premiére relation (29), pour 2 = 1, ce
systéme admet une intégrale unique, qui pour y*=yr(A=1,2, .-, %) se
réduit a % (a1, 4%, .-, x”). Cette intégrale est -

yl
at = @¥(xt, 22, -, ")+ [b‘fl(xl,xz,---,x”;yl,ygrw%’)dyl +
7
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+fé?z(x1,x2,~j-,x”,yl,yz,yg,-~,yz)dy2+---

v
+/bi‘n<x1’x2’...’xn;yl,...’yn>dyn.

7

Elle est définie pour — oo << 2", y* << + oo et est de la méme classe que les
fonctions 7 et &1y, c’est a dire C”.

Supposons maintenant trouvées les fonctions a5 (x , ») pour i=1,2, --,p,
p-fixée, définies pour — co << x7, 37 << 4 oo, de classe C" ! qui satlsfont a
(27>’ (28) pour Z ?ﬁ ’é =1,2,- '7?: et qUI! pour yh :J/S“O\ =1,2, -, 7’1)
et x' =) pour 7 =1,2, -+, p—1 se réduisent i
(32) d?(xly xz)' ) 'rx(l;—l)xi)xijq y "t ,x",y}) yygr' . '»J/g):CP?(xi,xi“,' : ')xn)'

Considérons alors le systéme:

o
Saﬁ_l . 5“
9)/2‘ — UL, p+17
o 0
(33) a‘Z;/>+1 cay ¢ sa G o o
P A @ bo,pr1+ @py1bss + 511,25
x

\ (/e:I,2,---,ﬁ;a,7\:I;,2,-~,n)

et le systéme associé;

p+1 (P/,+1 <x1’+1 xﬁ+2 ,x”> +
n y’h
‘+§1 f{bam@oy R TR TS GO RRRPE P ¢ A ERR A A
A
yo

ce,x

2 da
4 G 70 o o o p2
_l— E /’ axﬁ+1 ak &G’P_I_l + ap+1 éd,k + 6p+1,,é xk+1:=x§+1,xk+2:xé+2,- n:xndx .
=t

Or, compte tenu de (29), ce dernier systéme admet une intégrale unique
qui est aussi I'intégrale de (33), qui satisfait & (32) (voir & ce sujet [T — 2], [6]).
Cette 1ntegrale est — elle aussi — définie pour — oo << #%, y¥ << 4 oo, et de
classe C" 2, parce que les fonctions qui interviennent dans le second membre
sont de cette classe; et cela achéve notre démonstration.

uelques remarques. — 1° Des mémes travaux cités plus haut, [1 , [2], [6] 1] résulte
% q p
u’au lieu de donner les fonctions s 6“, . sur espace R” X R”, on peut les donner sur un
q o7 7 p p
domaine G1XGe, G1, Gz c R”. L’intégrale exlstera sur ce domaine,

g

54. — RENDICONTTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. 6.
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29 Si l'on considére la matrice

1 2 . n
al al’...,al
1 2 ”
a2 az,...,aa .
(34) . ;
1 '2 n
@y Qys @y,

alors notre théoréme afirme qu’on peut donner arbitrairement:

a) les éléments de la premiére ligne pour y* =y (i =1,2, -+, n);
b) les éléments de la seconde ligne pour y* =y} (i=1,2, -, %),z = x(lj ;
¢) les éléments de la n-eme ligne pour y* =y (i=1,2, .-, 7) ,xt = xll) =
=0, 2" =t
30 Si aaf/Syh =0, C’est a dire si les 2 ne dépendent pas des yo alors la courbure est
nulle.

4° Sile tenseur Tf‘j est nul, alors le tenseur de courbure est lui aussi nul, et le syste-
me (1) est complétement intégrable.

6. LES LIGNES AUTOPARALLELES. — Les équations de ces lignes seront

d2 xt i dxi  dxk
(35) = T T, »— —=o,

ol ¥ est donné par

ayt dxi
(36) Tﬁaj(x’y)vy

¢ étant un parameétre quelconque.

Les équations (35) et (36) constituent un sytéme qui, si @, € C2, admet une
intégrale unique satisfaisant aux valeurs initiales

(37) x* (0) = x5 s '% <O> =%, , ¥ ©) =Y-

Il résulte donc qu'il y & une seule courbe autoparalléle qui passe par un
point donné de I'espace des coordonnées ¥ et tangente & une droite donné..
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SUNTO. — Ad un sistema pfaffiano (1) viene qui associato uno spazio a connessione
affine, in guisa che la completa integrabilita del sistema viene ad equivalere all’annullarsi
della curvatura e della torsione dello spazio. Il sistema resta poi definito dalla conoscenza di
certi sistemi di vettori legati alla curvatura ed alla torsione dello spazio.



