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Geometria. —  S u r  un espace à connexion affine associò à un 
systèrne de Pfaff. Nota d i A d o l f  H a im o v ic i ,  presentata (*> d a l Socio 
B. S e g r e .

On étudié diverses interpretations géometriques des systèmes de Pfaff 

(x) dy1 =  atj (x ,y )d x J (z , j  =  1 , 2 • •, n),

sous certaines hypothèses restrictives sur les fonctions ay(x ,y): On trouve des considérations 
concernant les espaces à connexion affine liés à un système de Pfaff dans le livre de J. A. 
Shouten, Ricci Calculus [7], où il y a aussi une riche bibliographie concernant cette question. 
Une espace différent à 'in dimensions à été associé par M. Haimovici [4, 5] à un système (1).

Récemment [3] nous nous sommes occupés de la mème question dans le cas des systè
mes (1) complètement intégrables, en utilisant la projectivité

Y* -  a) (x ; y) Xy,

entre les ensembles de droites qui passent par les points x  et y  respectivement, de deux espaces 
projectifs.

L a généralisation de ces idées fait l ’objet du présent article: on associe 
à (1) un espace à connexion affine qui adm et n  cham ps de vecteurs co variants 
et n cham ps de vecteurs contra variants parallèles. Les espaces à connexion 
affine associés à un système com plètem ent intégrable ont la torsion et la cour- 
bure nulle; la réciproque est aussi vraie.

On dém ontre encore un théorèm e d ’existence d ’un système (1) quand 
on connait certains systèmes de vectuers qui sont en relation avec la courbure 
et la torsion de Tespace.

Enfin on dém ontre un théorème- d ’existence pour les lignes autoparallèles 
de l’espace, analogue au théorèm e classique.

1. P o sitio n  du pr o b lèm e . Connexion  a f f in e  a s s o c ié e à  un  systèm e 
DE P f a f f . — Considérons le système de Pfaff

(1) d ya =  a- (x  ; d xJ ,

-x  — (x1 ’ x 2> ■ ■ ■, x n) , y  — (yl , y 2,. ■ -, y*), ( * , ; ' =  I , 2

sous lés hypothèses suivantes:
a) les fonctions (x , y )  sont de classe C2, sur R n X R n;
b) la m atrice || a°\ (x  , y)  || est non singulière;

(2) det I 1 =j= o, x  , y  e R n ;

c) les fonctions (x  , y )  sont bornées

. \a* L < M .

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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Associons à ce système de Pfaff, le système algébrique

(3) Y“ =  a* (x  ; y )  XÀ

En in terp ré tan t les x* comme les coordonnées d ’un point d ’un espace R i à* 
n  dimensions, les y l comme les coordonnées d ’un point dans un second espace 
Ra, les X* et Y2 comme les composantes de deux directions des deux espaces 
R i et R2 respectivem ent, le systèm e (3) représente une projectivité entre les 
directions X et Y, issues des points x  et y  respectivement; il est bien entendu 
que cette projectivité depend des points x  et y .

Considérons m ain tenant une paire de points xo € R i et yo e R ^ , une courbe

o <  t  <  T  

x* (°) ■= x{

y a ( p ) = y * m

Il résulte des théorèm es classiques sur les systèmes d ’équations différen- 
tielles que les fonctions y a (t) sont définies pour t  6 [o , T] et q u ’elles sont de 
classe C1.

Faisons co rresp o n d s  à chaque point x  (t) de Tx le point y  (t) de I \  ; 
soient x i  6 F , et y± 6 Yy une paire de points correspondants, et

Ya =  --a£(xi ;y i)  X 2

la projectivité du type (3), associée aux points x± et y i. Si on considère aux 
points yo et y± une m èm e direction Y2, alors les directions X*' et X! , qui lui 
correspondent aux points xo et x i  respectivem ent satisfont à

c^ ioco ; yo) X 2 =  a“ (xi ; y i) X [ .

Il est évident que les X [ , dépendent de xo , yo , X 2 et de t. De ces dernières 
équations on déduit que la famille de directions X 2 correspondant à une meme 
direction Y2 définie le long de Tx , satisfait à

Yx à tangente continue, qui passe p ar xo :

(4)

et la courbe Yy :

(40

intégrale du système:

( s )

x ' — x ' (t)
[o , T ],

y a =  ya

dya , dx}—  ^ a y x - y ) - ^

dX?
a? ( x ; y ) ^ -  +

n ac a ^ d x k  ̂ JO.
Cai d y a

a x k ~~dt~ d y a d t  ,

où nous avoris omis l’indice zèro de x 0 et y 0 . En tenant compte du fait que y  (t) 
satisfait à (5) et en désignant par A« (x \y )  les réciproques de a fy qui satisfont a

A{ a\ =  H  ,(6)
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on constate que la dernière equation s’écrit encore sous la forme: 

(7) d X ' +  A,',. dx* =  o,

où nous avons désigné par D /D xk l’opérateur:

(8)
D , „ __3_ _

Dxk dxk ' ^  dya

La relation (7) suggère la notation

• • Da*
(9) I ^ A ^ ,

de m èm e que l’in térprétation de ces fonctions comme coefficients d ’une con
nexion affine; la difference entre cette connexion et la connexion affine ordinaire 
consiste dans le fait que les coefficients dépendent des variables y  qui sont les 
integrates de (5).

2. T ra n s fo rm a t io n s  d e s  c o e f f i c i e n t s ,  -  Soumettons les varia- 
bles x l à la transform ation

V  = V  V ),
de classe C2 sur R^r et telle que

de,' © + ° -

Le système (1) devient

J r  =  d * ( .x X Z ) ; y i ) ^ r f t r>

e’est-a -d ire , les coefficients aj sont les composantes de n vecteurs co variants, 
dont la loi de transform ation est

(10) a? =  aak j
dxJ

De la m èm e m anière, on constate que les A«* sont les composantes de n 
vecteurs contra variants, dont la loi de transform ation est

, _ . dV
( IO) Ap =  A p - ^ j  ,

et quq les dérivées daj/dy^ sont les composantes de n2 vecteurs con variants, 
l ’indicè de covariance étan t j .  Si on applique l’opérateur

D
Dlk

d
dlk +  dt

d
3y*

dx' D
dlk Dxh
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aux deux m em bres de (10), on obtient: 

D a* E

et par suite:

( i o
s r  3?

'-n h OX dx3
-------- [- a“

dz,k s r  *

•dxs ~T~\P  ̂X® A ab
95“ d?

d2 XJ

dlk

c’est la loi de transform ation ordinaire pour les coefficients d ’une connexion. 
D ’ailleurs, c’est eette loi qui justifie le fait que les V\j peuvent définir une con
nexion affine.

3. L a  torsion  et  l a  courbure de  l a  co n n ex io n . -  On trouve aisé- 
m ent pour la torsion:

* * * , /  D a?
(12) pi^ __  A XA ij J- ij ~ A ji —

Dx3

Da*__j_

Dx*

c’est un tenseur deux fois co vari an t et une fois contra variant.
Q uant au tenseur de courbure, nous allons définir comme tel le tenseur:

(13)
DIV,p> z   in

jhk Dx£~ ~~
or;-,
Dxh +  y% r ak r\a pi? jk A ah *

On définira encore comme dérivée covariante d ’un tenseur l’expression habi- 
tuelle, à la seule difference que la dérivée d\d%k est remplacée par D /D xk.

En tenan t compte de cette définition, on constate que la dérivée covariante 
de a\ et celle de A i sont nulles, parce que

(14)

Da*
D ^7

DA

Da?
Dxr —  A b

d J
Dxr a 
Da?

aa — o

Dxr +  -n ,A 'p .=  — A p a ; ~ + ai
, D dil C

~Dx* -AS =  o.

On vérifie encore aisém ent l’identité: 

D2 D2
(15) Dxh Dxk Dxk Dxh 

En utilisant ces relations on trouve

(16)

Si nous posons

(17)

T'v.y///’ A a elk

S}k =  a\ A‘p ■

Dxh

H  ,
dyl ' 

• Sa?

Dxk ) 9jjA

d y l  ’

le tenseur de courbure s’écrit sous la forme
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4. Id e n t it é s  de  B ia n c h i; formules de  d e r iv a t io n . -  Les identités 
de Bianchi deviennent dans notre cas:

0 9 ) s i  ( j h , r + v » , i + U j )  +  s L  t j ,  +  s i , ,  t u  +  s i ,  n  =

. . a  dT}i,
dyi

„ a r ‘. a r’, \
rY a  I J r  rY a  I J K  I ! C* r j ^ S  I r j ^ a  r r ^ S  , rptf r r ^ S  \
A^ T  ± l k  T" I- p i ]  i - & j a  { I k s  J- l r - T  ±Zs 1 rk  +  ± r s  I k l )  ,

et

(20) S}„ n  +  s L  T % +  S i  T% =  Tjkjì +  V u j  +  T i ,  +

+ n r \ t rpj1 . rpZ rp j  . rpZ /-pj
•i sj ±kz-r i  sk t  ij +  1 j-/1 jk •

Or, par des calculs élém entaires on costate que

OC SjL,
ar*. , . ,J r  I O *  C *

“T ^  — °>

Il résulte alors que les identités (19) se réduisent aux identités (20). 
D ’ailleurs (17) donne:

( 1 / )
z,

et en u tilisant les égalités 32 d\fdyx dy^ =  32 cft.jcyv dy1 , ?2 a&jdyx dxl — 32 a ^d x{ 2y l 
et (12), on obtient les relations:

(22) A t 

et

(23)

‘ -■ A- +  AI A„ ( S Ì ,S : - S i S S )  +A*& (A$ S ^ -  A( Si,),

d T .ì r ! c 2* o.a c* ^>̂jh,r ^>rhj ^   ̂ T ^ja >̂rh >̂ra ^j/ì -— O.

R em arquons encore que les dérivées partielles da?]3y x sont les composantes de 
n  vecteurs covariants; on peut done poser

(24)
daj

4- =  Cp* <$..

Cpx étan t des fonctions de x  et y ,  qui peuvent ètre exprimées à Laide des a) et 
de da^/dyt :

(25)

On obtient encora de (24)

(25')

Cph Ap 2yX aa

34
dyh =  -  c s ,  a ;.
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L ’égalité des dérivées 2* an[cyl 3yn — c2 a":\cyn 3y'k conduit à

(26) dyQ

J

3Ca
dyl> + S^(X S~̂  [X ŷCX s^\ [X

il résulte que les se com portent -  comme fonctions des variables jy -  comme 
les coefficients d ’une connexion de courbure nulle.

E n tenan t com pte de (17) et (24) on obtient la relation entre S|- et les 
coefficients Cip :

(27)

et

(27')

S i 1 a a t s~*p
j k  &k -Ap CaA ,

C*x =  A lK < $ S /k ;

en u tilisant (21), (27) et (27'), on trouve:

(28) pP,   A-^ctl.r O.,y B 3I> a^P c v
°°r v~'i-̂ a1,r &Ì j

et, d ’une m anière analogue à celle utilisée pour S#:

(280 ___ « p P  __  P ° ^ j r  a ^ /p'P p'V p^P ptv \
'<-'a.1,r &r 1 , j  3  a  &j &r ( ^ a v  '-'fxv •

dV.
dyh

Il est bien entendu que la relation de Bianchi (20) peut ètre exprim ée à 
l’aide des Cip,  au bien des Sfy. ■

Enfin, compte tenu du fait que pour a et X fixées, ca^/dy1 est un vecteur, 
posons:

-  Fu,(27)

où

(270

et en m èm e temps:

(28) 

où 

(280

9jA

ra p̂ a P^lì d{ ,

Dx*

e:

D 4
D x *

a rp?
'hh - ‘ t  fok .

De ces dernières relations on déduit par des operations élémentaires:

^  _ Q
cyG dy®

20hk

dy® D x k

D9j

D x

D0|
Dx*

qk 70 ri ra zi.
0 ok Uah X”qk Oah Oqh "ak  j

pvnA
uhk . Ih r i  no , r i  no 1 i l  fì°

■57 ■ + -57 + TTT = b ° h + b ° *  0"' + b ^ h*  ■

(29)
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Les deux dernières identités s’écrivent encore à l’aide des dérivées covariantes:

ia
°Qk,h~ bQk,k — +  Kk b\h — Khkh qa gk u $h uqh uck ’

uA k , l ' Îh.k ' 0X Z.X aO 1 jX aCJ I zX a<5 I a<5
k l,h  ~~ b oh *kl +  bok +  bcl dkk +  T hl dak '

dyQ

T m ^  +  T ?* '© JIk rah *

5. U n  THÉORÈME D’EXISTENCE. -  Supposons donnés les n 2 vecteurs 
covariants b et les n tenseurs deux fois covariants 6 ^ . Nous allons dé- 
m ontrer que ces données, de m èm e que certaines données initiales pour les 
at déterm inent le systèm e de Pfaff (1). Plus précisém ent nous allons demon- 
trer le théorèm e suivant:

T h é o r è m e .  -  Si:
i°  b^i sont rd fonctions de x 1, x 2, • • •, x n ; y 1 , y 2 , • • •, y n de classe Cn 

dèfinies sur

R 2n : — 00 < x i , y j  <  +  00 ,

bornèes p a r  M, d  est à dire 

(30) 1^-1 < M ;

2° 6̂ - sont riP fonction des variables x {, y j  de classe Cn+1 ~  ̂  fa =  m ax ( i , / ) )  
dèfinies sur le mème espace R 2n. et bornèes:

(30') | es-l < M ;

30 les fonctions 0# et b^i satisfont à (29);
40 les fonctions  <pj (x 1 , x2 , x 3 , • • • , x n) , 92 (x 2 , x 3 , • • • , x n) , • • •

• • •, (pp (xp , x fi+19 • ■ •, x n) , • • •, cp“ (V*) sont de classe Cn , C*” 1 , • • •, 
respectivement dèfinies pour  —  00 << x* <  +. 00 , alors i l  existe un système 
unique de fonctions Op(x;y)  de classe Qn+1~ p satisfaisant à (27), (28) et aux  
conditions initiales:

(31) ap (x l >x o> - • > x* * - , x n ; v j , y 20 r  • - , (**> **+1 ,■ • - , **).

Pour la dém onstration, nous allons utiliser une m éthode d ’induction: 
Considérons le système

(*7i)
c a -,1— v — b dyX XI , (a , X == 1 , 2 , • • •, ri) .

Il est evident que, compte tenu de la première relation (29), pour h =  1, ce 
systèm e adm et une intégrale unique, qui pour y l =  y^  (A =  1 , 2 , • • •, n) se 
réduit à tpfiix1, x 2 , • • •, x n). Cette intégrale est

f
a \ =  9J.fr1 , x 2 , - - - , x n) +  j  bu (x1, , • • •, x n ; y 1 , y% , • • •, y nfi dy1 +
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+ J 612(x1 , *2 ,• • •, xn ,y 1 ,y 2, y \  ,■ ■ ■,y § d y 2 -\-----
y?

+

y
f b \ n i x 1 , X2 , •, x n ; y 1 , ■ ■ ■, y n) dyn.

y"

Elle est définie pour —  00 <  **', y  <  - f  00 et est de la m èm e classe que les 
fonctions cp“ et b i \ ,  c ’est à dire Cx .

Supposons m ain tenant trouvées les fonctions a*(x  , y )  pour i  =  1 ,2  , • • • 
^-fixée, définies pour — o o < * ‘ , y ' <  +  00, de classe C*~^+1 qui satisfont à 
(2 7). (28) pour i  , h , k  =  1 , 2 , ■ • •, p, et qui, pour y* =  yfr(\ =  1 , 2 , • • •, n) 
et x ' =  x *0 pour i  =  1 , 2 , • • •, p  —  1 se réduisent à

(32) aX (x1, x 2 ,■ ■ ■ ,x i ~ 1 jqÌ • x ”\y\ >y$> ■>Jo)=fHx!' ’x‘+1 >■ • •>*")•

Considérons alors le système:

da?
dy
> + l  __  rct— &X,P+l’

(33) “A +1 Z,a 1 0 za ,
~~ 9̂ + i  ^  *W+i T- ap+1 vG,k +  Vp+\,k,

^ ì ^ P ) ^  1 j 2 j • • • ,  fP)

et le système associé;

aP+1 =  ? “+1 0 ^ +1 > x p+2 . • • •, x n) +

A

+  2  /  K ,* + i(* q  >*o-• • -’ Xo’y 1^ 2’ - ■ - X x , y l +1 ,■ • -.y fììd y* -  +

t ^  f \  dai  OJ:I )
+  è j  a*%.*+i +  4 + if i ,* +  Q* + i .* \^ + ^ + \^ + » ^ o+»i..: î _ xndxt .

oè

Or, com pte tenu de (29), ce dernier système adm et une intégrale unique 
qui est aussi l’intégrale de (33), qui sa tisfa tta  (32) (voir à ce sujet [1 — 2], [6]). 
Cette intégrale est -  elle aussi -  définie pour — 00 <  x* , y i <  fi- 00, et de 
classe C parce que les fonctions qui interviennent dans le second m em bre 
sont de cette; classe; et cela achève notre dém onstration.

Quelques remarques. -  i° Dés mèmes travaux cites plus haut, [1], [2], [6] il résulte 
qu au lieu de donner les fonctions 9®, 0?y, sur l’espace X , on peut les donner sur un 
domaine GiXG2,Gi,G2C R*. L’intégrale existera sur ce domaine.

54- — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 6.
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2° Si Ton considère la matrice

(34)

'>a n

alors notre théorème afirme qu’on peut donner arbitrairement:
a) les éléments de la première ligne pour y* — y z0 (i — 1 , 2 , • • •, ri) ;
b) les éléments de la seconde ligne pour y t -= y tQ (i =  1,2 , • • , n) , x1 — x\ ;

é) les éléments de la n-eme ligne pour y x — y* (i — 1,2 , • • •, n) , x 1 =  x\ , .r2 =  

30 Si daJjc y l =s= o, c’est à dire si les al ne dépendent pas des y^  alors la courbure est
nulle.

40 Si le tenseur T e s t  nul, alors le tenseur de courbure est lui aussi nul, et le systè- 
me (1) est complètement intégrable.

6. LES LIGNES AUTOPARALLÈLES. — Les equations de ces lignes seront

(35)
d 2 x*

+  r %  ( x  , y )
dxì
dt

dxk
dt =  o;

où y  est donne par

<*> ^  =

t  é tan t un param ètre quelconque.
Les équations (35) et (36) constituent un sytème qui, si ai 6 C2, adm et une 

intégrale unique satisfaisant aux valeurs initiales

(37) a* (o) = x ‘ , —  (o) =  x \0 , /  (o) =  y ‘0 .

Il résulte done q u ’il y à une seule courbe autoparalléle qui passe par un 
point donné de l’espace des coordonnées y  et tangente à une droite donne..
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Sunto. Ad un sistema pfaffiano (1) viene qui associato uno spazio a connessione 
affine, in guisa che la completa integrabilità del sistema viene ad equivalere all’annullarsi 
della curvatura e della torsione dello spazio. Il sistema resta poi definito dalla conoscenza di 
certi sistemi di vettori legati alla curvatura ed alla torsione dello spazio.


