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Matematica. — Intorno ad una generalizzazione degli spazi 
paracompatti. Nota di G io vanni A quaro , presentatan  dal Socio 
M. P ic o n e .

Generalizzando la nozione di spazio paracom patto, lo scrivente ha in tro 
dotto in [1], cui si rim anda per la term inologia ed il simbolismo qui usati, la 
nozione di spazio topologico a-paracom patto , con a num ero ca rd in a le (1) 
infinito, e ne ha studiato le proprietà con una certa ampiezza.

Successivamente, K. M orita in [3] ha ridefinito, negli stessi term ini, la 
nozione di a-paracom pattezza ritrovando alcuni dei risultati di [1] e stabi
lendone altri di rilevantissim o interesse.

In questa N ota si arrecano alcuni nuovi contributi alla teoria degli spazi 
topologici a-paracom patti.

Per com odità di esposizione converrà adoperare due definizioni.
D ef. 1. -  Se  (Al)lc 1 è una fa m ig lia  d i p a rti d i un insieme E, si dice che 

(Al)lg 1 ha cardinalità puntuale inferiore ad a se per ogni x  e E, detto I* Vin
sieme degli 1 6 I ta li che x  £ A L, risulta  card (I*) <C a.

D ef. 2. -  Se  (U l)l g i è un ricovrimento dell'insieme E, chiamasi a-quasi 
raffinamento d i (U l)i € i, ogni ricovrimento ( V ^ g l  d i E  tale che, per ogni 
X 6 L 'da X C V x  e card (X) <  a, per una tale parte X d i E, consegua che esiste 
ve I tale che sia X C U .

Evidentem ente, se è a  =  card (E) allora ogni a-quasi raffinamento di 
(U L)l e i è un effettivo raffinam ento di (U t)Le i-

Si dovrà utilizzare il seguente lem m a.
LEMMA i . -  Se (U L)Le 1 è un ricovrimento dell'insieme E, avente cardi

nality puntuale inferiore ad a (def. 1), ogni a—quasi raffinamento (V x)xer 
di' (U t)t e i  (def. 2) è un raffinamento dello stesso (U L)Le i-

D im . -  Sia X c L  ed x  E Vx, . Detto I* l’insieme degli i e  I tali che x  E U L, 
ragionando per assurdo, supponiam o che per ogni 1 e  i j  sia D C U L f  = 0  
e sia ;rL E O ChJL. Sia X la parte di E form ata da x  e dagli elementi della 
famiglia (AL)t e 1* . Poiché a è infinito, risulta card (X) <1 card (I*) +  1 <  a +  1 =  a 
m entre che è X c  V * . Per la def. 2, esiste i e  I tale che X C U L. Risulta, 
in conseguenza, x L E U L e quindi 1 E I* donde E X C U L contro la defini
zione di x t. D unque esiste 1 E I tale che V x C U L.

Ciò premesso, richiam iam o la definizione introdotta in [1] e [3].
D ef. 3. -  Se E è uno spazio topologico si dice che E è a-paracompatto , 

con a infinito , se per ogni ricovrimento aperto (U L)l€ 1 d i E tale che sia 
card (|I) ;< a esiste un raffinamento aperto localmente fin ito  d i  (U A e i-

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
(1) Anche nel seguito con a si denoterà un numero cardinale che, se non si preciserà 

altrimenti, sarà indifferentemente finito o infinito.
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D a questa definizione e dal lem m a 1 consegue:
P ro p . i. -  Se E  è uno spazio topologico ed a è infinito le seguenti due pro

posizioni sono equivalenti:
a) E è a-paracompatto (def. 3):
b) se (U L)Le i è un ricovrimento aperto d i E tale che card TI) <C a esiste 

un a-quasi raffinamento aperto e localmente fin ito  d i (U t)te i  (def. 2).
D im . a) => b) è ovvia, m entre b) => a) consegue dal lem m a 1.
Si introduce ora una nozione, collegata alla proprietà in trodotta da M an

sfield in [2], che sarà richiam ata appresso nella def. 5.
D ef. 4. -  Se E è uno spazio topologico e se a e infinito , si dice che E è 

fortem ente a-paracompatto se per ogni ricovrimento aperto d i E esiste un a-quasi 
raffinamento aperto e localmente fin ito  (def. 2).

P ro p . 2. -  Se  E è uno spazio topologico fortemente a-paracompatto  (def. 4), 
con a infinito , allora E e a-paracompatto (def. 3).

D im . — Consegue dalla prop. 1.
Conviene ricordare (cfr. [2] def. 2.4).
D ef. 5. -  Se  E  è uno spazio topologico si dice che E e « a lm o st-a-fu lly  

norm al»  se per ogni ricovrimento aperto (U L)LG 1 d i E esiste un raffinamento 
(ffx)xe l  d i (U L)Le i  tale che la stella (2) d i (V x fie  l  sia un a-quasi raffinamento 
d i (U LX ei (def. 2).

P ro p . 3. -  Se E e uno spazio topologico e se a è infinito allora le seguenti 
proposizioni sono equivalenti:

a) E è « a lm o st-a-fu lly  ‘norm al » (def. 5).
b) E  e fortemente a-paracompatto (def. 4) e normale.

Dim. a) => b). Supponiam o che sia vera la a). Poiché a è infinito, si ha 
2 << a e quindi E è « alm ost-2-fu lly  norm al»  e quindi, come è noto ([2] 
teor. 2.6; oppure [i] p. 326), il filtro degli intorni fi della diagonale A di E 
è il filtro delle adiacenze della stru ttu ra  uniform e universale ^  TE) dello spazio 
E (cfr. [1] § 3, def. 4).

S ia (XJfic 1 un ricovrim ento aperto di E. Per la def. 5. esiste un ulteriore
ricovrim ento aperto (Vx)^eL di E la cui stella (2) è un a-quasi raffinamento
di, (U t)te i  (def. 2). Posto V — U (V^xVY) risulta V e i l  e quindi, come è

xc L
noto, (cfr. [1] § 3. def. 4), esiste un ricovrim ento aperto localmente finito
( W ^ gk  di E tale che, posto W  =  U (W^XW^), risulti W  C V.

ke  k
Sia (a 6 K e x £ e sia X e $  (W^) con card (X) <C a. R isultando 

X C S t  (x | W ^ g k  =  W  (x)CV. (x)  — St (x \ V ^ g l ,  per l’ipotesi relativa a 
(V?w)xeL e per la def. 5, esiste un 1 £ I tale che X C U L.

P unque, per la def. 4, E è fortemente a-paracom patto.
Inoltre E è (collettivam ente) norm ale in quanto è « alm ost-2-fully  nor

m al » (cfr. [j2] teor. 29). Così è dim ostrato che a) => b).

(2) Per un .re  E sia L* =  { Xe L | ^ e \ \ }  e poniamo St |V^) ? e L =  U  Vx . Allora 
la stella di Ci f i xQh  ® la famiglia di parti di E (St,{x\ V^)^eL )^e E .
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b)=»a). Supponiam o ora che b) sia vera e che (U t)l € i sia un rico
vrim ento aperto di E. A llora esiste un ricovrim ento aperto localmente finito 
(V J k l  di E tale che sia un a-quasi raffinamento di (U L)Le i  (def. 2). In 
forza della norm alità di E, in forza del lemma 3 e della prop. 5, § 3 di [1], 
esiste un ricovrim ento aperto ( W ^ Gk di E la cui stella sia un raffinamento 
di (V^Xgl •

Sia x e E .  A llora, se è X parte di E contenuta in S t r ^ | W ^ €K con 
card. (X) <  a, poiché esiste un A e L  tale che Sì  ( x \ W k)ke K C V x ,  in forza 
della def. 2, esiste t e i  tale che sia X C U L. D unque è vera la a).

COROLLARIO (M orita). — Se a è infinito  ̂ ogni spazio « almost—a—fully 
norm al»  (def. fi) è a -par acompatto (def. 3).

Si traggono ora alcune conseguenze di quanto sopra esposto.
Prop. 4 . -  Se E è uno spazio topologico «a lm ost-a-fu lly  norm al», con 

a infinito , allora ogni ricovrimento aperto d i  E che abbia cardinalità puntuale  
inferiore ad  a (def. 1 ), ha un raffinamento aperto localmente fin ito .

D im . -  L a tesi consegue dalla prop. 3, dalla def. 4 e dal lem m a i . t
PROP. 5. -  Se  E è uno spazio topologico «almost-a-fully normal», 

con a infinito , £ se ogni ricovrimento aperto d i E ha un raffinamento aperto 
che abbia cardinalità puntuale inferiore ad a  (def. 1), allora E è para
compatto.

Questa proposizione generalizza la prop. 5.10 di [2].
Prop. 6 . -  Se E è uno spazio topologico «alm ost-a-fu lly  norm al», con 

a infinito, e se E ha una base S3 per la sua topologia che abbia cardinalità 
puntuale inferiore ad  a, allora E è paracompatto.

Osservazione 1. -  Ciò accade se, più in particolare, risulta cardf23) < a .
Osservazione 2. — Se nella prop. 5 risulta a — card (N), si deduce che 

se lo spazio topologico E e « alm ost—a—fully norm al » e ogni suo ricovrim ento 
aperto ha un raffinam ento puntualm ente num erabile, allora E  è paracom 
patto.

Osservazione 3. -  Nella prop. 6 può assumersi a — card. (N) e si de
duce che se lo spazio topologico E ha una base puntualm ente num erabile 
ed è « a lm ost-a-fu lly  norm al », allora E è paracom patto.

L a seguente proposizione generalizza la prop. 2.5 di [2].
Prop. 7. -  Se E è uno spazio topologico «a lm ost-a-fu lly  norm al», con 

a infinito , se E è regolare e se esiste una parte B d i  E ovunque densa e tale 
che card (B) <C a, allora E è paracompatto.

D im . -  Sia (U t)Lei un qualunque ricovrim ento aperto di E.
Poiché E è regolare esiste un ricovrim ento aperto (Vx f i eh  di E tale che 

per ogni A e L  esista un 1 e I tale che \ \  C U L.
Per la prop. 3 E  è fortem ente a-paracom patto  e quindi esiste un ricovri- 

m entq aperto localmente finito (Wf)ke  k di E che è un a-quasi raffinamento di 
(V x)x^l (def. 2). Sia h e K :  evidentem ente è card ( W ^ p ) B ) < a  e quindi esiste 
AeL.  tale che W^D B C  . Ora, se e r e  e se U  è un intorno aperto di x  
si ha f ìU  ^  0 : poiché W ^fiU  è anche aperto e B è ovunque denso 
si ha ( W ^ n B ) n U  =  (Wi n U ) n B  +  0 e quindi è * e W kn B  donde
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W ^ C W ^ n B G V ^ .  Per la definizione di (V ^ gl esiste t e i  tale che sia 
V x C U t . Consegue W ^C U L e quindi E è paracom patto.

Osservazione. -  Più particolarm ente interessante è il caso in cui sia 
a =  card (N).

B ib l io g r a f ia .

[1] Aquaro G., Ricovrimenti aperti e strutture uniformi sopra imo spazio topologico, « Annali
di Mat. pura ed appi», (IV), voi. XLVII, pp. 319-390 (1959).

[2] Mansfield M. J., Some generalizations of fu ll  normality, «Trans. Amer. Math. Soc.»,
voi. 86, pp. 489-505 (1957)-

[3] MORITA K., Paracompactness and product spaces, «Fundam. Math.», voi. 50,
pp. 223-236 (1962).


