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Matematica. — /ntorno ad wuna generalizzazione degli spazi
paracompatti. Nota di GrovanNi AQuaro, presentata @ dal Socio
M. Picone.

Generalizzando la nozione di spazio paracompatto, lo scrivente ha intro-
dotto in [1], cui si rimanda per la terminologia ed il simbolismo qui usati, la
nozione di spazio topologico a-paracompatto, con @ numero cardinale ®
infinito, e ne ha studiato le proprietd con una certa ampiezza.

Successivamente, K. Morita in [3] ha ridefinito, negli stessi termini, la
nozione di a-paracompattezza ritrovando alcuni dei risultati di [1] e stabi-
lendone altri di rilevantissimo interesse.

In questa Nota si arrecano alcuni nuovi contributi alla teoria degli spazi
topologici a—paracompatti.

Per comodita di esposizione converrd adoperare due definizioni.

DEF. 1. — Se (A).c1 & una famiglia di parti di un insieme E, si dice che
(ADe1 ha cardinalite puntuale inferiore ad a se per ogni x € E, detto 1; I'in-
sieme degli v €1 tali che x €A, risulta card (1,) < a. ’

DEF. 2. — Se (U)e1 ¢ un ricovrimento dell’insieme B, chiamasi a—quasi
raffinamento di (U).e1, ogni ricovrimento (Vawe1r di E tale che, per ogni
reL 'da X CV,y, e card (X) << a, per una tale parte X di E, consegua che esiste
vel tale che sia XCU.

Evidentemente, se ¢ a = card (E) allora ogni a-quasi raffinamento di
(U)ie1 ¢ un effettivo raffinamento di (U,).e1.

Si dovra utilizzare il seguente lemma.

LEMMA 1. — Se (U)er1 ¢é un ricovrimento dell'insieme E, avente cardi-
nalita puntuale inferiore ad a (def. 1), ogni a—quasi raffinamento (Vy\)ier,
di (U)er (def. 2) & un raffinamento dello stesso (Uer.

Dim. — Sia A €L ed x €V, . Detto I; 'insieme degli t€ tali che x € U,
ragionando per assurdo, supponiamo che per ogni t €I} sia V; N (U, == 90
esiax, €V,Nn(U,. Sia X la parte di E formata da x e dagli elementi della
famiglia (x,), e I Poiché a ¢ infinito, risulta card (X) << card (If) +1<ati=a
mentre che ¢ X C V,. Per la def. 2, esiste t €I tale che XCU,. Risulta,
in conseguenza, x, €U, e quindi t €I} donde x, € XCU, contro la defini-
zione di x,. Dunque esiste t € I tale che V, CU,.

Cio premesso, richiamiamo la definizione introdotta in [1] e [3].

DEF. 3. — Se E ¢ uno spazio topologico si dice che E ¢ a-paracompatto,
con a infinito, se per ogni ricovrimento aperto (U)e1 di E tale che sia
card (I) < a esiste un raffinamento aperto localmente finito di (U).e1.

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
(1) Anche nel seguito con @ si denoterd un numero cardinale che, se non si precisera
altrimenti, sara indifferentemente finito o infinito,
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Da questa definizione e dal lemma 1 consegue:

Pror. 1. — Se E ¢ uno spazio topologico ed a é infinito le seguenti due pro-
posizioni sono equivalenti.

a) E ¢ a-paracompatto (def. 3):
b) se (U)e1 é un ricovrimento aperto di E tale che card (1) < a esiste
un a-guasi raffinamento aperto e localmente finito di (U),e1 (def. 2).

Dim. — a)=Db) ¢ ovvia, mentre b)= a) consegue dal lemma I.

Si introduce ora una nozione, collegata alla proprieta introdotta da Man-
sfield in [2], che sard richiamata appresso nella def. 5.

DEF. 4. — Se E ¢ uno spazio topologico e se a é infinito, si dice che E ¢
Sfortemente a-paracompatto se per ogni ricovrimento aperto di E esiste un a-quas:
raffinamento aperto e localmente finito (def. 2).

PRrOP. 2. — Se¢ E ¢ uno spazio topologico fortemente a—paracompatto (def. 4),
con a infinito, allora E ¢ a-paracompatio (def. 3).

Dim. — Consegue dalla prop: 1.

Conviene ricordare (cfr. [2] def. 2.4).

DEF. 5. — Se E ¢ uno spazio topologico si dice che E ¢ «almost-a-—fully
normal » se per ogni ricovrimento aperto (U).e1 di E esiste un raffinamento
(Viner di (U)er tale che la stella @ di (Va)wel sia un a-quasi raffinamento
di (U)ier (def. 2).

ProP. 3. — Se E & uno spazio topologico ¢ se a ¢ infinito allora le seguenti
proposizioni sono equivalenti:

a) E ¢ «almost—a—-fully mormal» (def. 5).
b) E ¢ fortemente a—paracompatio (def. 4) e normale.

Dim. a) = b). Supponiamo che sia vera la a). Poiché a ¢ infinito, si ha
2 <<a e quindi E ¢ «almost—2—fully normal» e quindi, come & noto ([2]
teor. 2.6; oppure [1] p.326), il filtro degli intorni 1l della diagonale A di E
¢ il filtro delle adiacenze della struttura uniforme universale U (E) dello spazio
E (cfr. [1] § 3, def. 4).

Sia (U)),e1 un ricovrimento aperto di E. Per la def. 5 esiste un ulteriore
ricovrimento aperto (Vi)ier di E la cui stella® & un ae-quasi raffinamento
di (U)),e1 (def. 2). Posto V= U (Vi xV,) risulta Vell e quindi, come &

rEL

noto, (cfr. [1] § 3. def. 4), esiste un ricovrimento aperto localmente finito

(Wprek di E tale che, posto W = U (W, XW,), risulti W C V.
LEK

Sia u€eK e xre€W, e sia X€e® (W, con card (X) < a. Risultando
XCSt(x| Woek = W (@)CV (x) = St (x| Varer, per l'ipotesi relativa a
(Virer e per la def. 5, esiste un t €1 tale che X C U,.

Dunque, per la def. 4, E & fortemente a-paracompatto.

Inoltre E & (collettivamente) normale in quanto & «almost—2~fully nor-
mal» (cfr. [2] teor. 29). Cosi & dimostrato che a) = b).

(2) Per un xe E sia Lj: = {XeL|xeV,}e poniamo St (x|V,), ¢, = U V,. Allora
la stella di (V,), ¢, ¢ la famiglia di parti di E (St (| V)3 ep)ier- S hely
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b) = a). Supponiamo ora che b) sia vera e che (U).e1 sia un rico-
vrimento aperto di E. Allora esiste un ricovrimento aperto localmente finito
(ViJrer di E tale che sia un ae-quasi raffinamento di (U).er (def. 2). In
forza della normalita di E, in forza del lemma 3 e della prop. 5, § 3 di [1],
esiste un ricovrimento aperto (Wy);ex di E la cui stella sia un raffinamento
di (Viser.

Sia x € E. Allora, se ¢ X parte di E contenuta in St (x| Wzie x con
card. (X) < @, poiché esiste un A €L tale che St (x| Wa)ee k CVy, in forza
della def. 2, esiste t €I tale che sia XCU,. Dunque & vera la a).

COROLLARIO (Morita). — Se a ¢ infinito, ogni spazio «almost—a—fully
normal » (def. 5) & a—paracompatto (def. 3).

Si traggono ora alcune conseguenze di quanto sopra esposto.

PROP. 4. — Se E ¢ uno spazio topologico «almost—a—fully normaly, con
a infinito, allora ogni ricovrimento aperto di E che abbia cardinalits puntuale
inferiore ad a (def. 1), ha un raffinamento aperto localmente finito.

Dim. — La tesi consegue dalla prop. 3, dalla def. 4 e dal lemma 1.,

PROP. 5. — Se E ¢ wuno spazio topologico «almost-a—fully normal»,
con a infinito, e se ogni ricovrimento aperto di E ha un raffinamento aperto
che abbia cardinalita puntuale inferiore ad a (def. 1), allora E ¢ para-
compatto.

Questa proposizione generalizza la prop. 5.10 di [2].

PROP. 6. — Se E ¢ uno spazio topologico «almost-a—fully normaly, con
a infinito, ¢ se £ ha una base B per la sua topologia che abbia cardinalits
puntuale inferiore ad a, allora E ¢ paracompatto.

Osservazione 1. — Cid accade se, pill in particolare, risulta card( B)<a.

Osservazione 2. — Se nella prop. 5 risulta a = card (N), si deduce che
se Jo spazio topologico E & « almost-a—fully normal » e ogni suo ricovrimento
aperto ha un raffinamento puntualmente numerabile, allora E & paracom-
patto.

Osservazione 3. — Nella prop. 6 pud assumersi a = card. (N) e si de-
duce che se lo spazio topologico E ha una base puntualmente numerabile
ed ¢ «almost-a—fully normal», allora E & paracompatto.

La seguente proposizione generalizza la prop. 2.5 di [2].

PROP. 7. = Se E ¢ uno spazio topologico « almost-a—fully normal», con
a infinito, se E & regolare ¢ se esiste una parte B di B ovungue densa e tale
che card (B) < a, allora E ¢ paracompatto.

Dim. — Sia (U),e1 un qualunque ricovrimento aperto di E.

Poiché E & regolare esiste un ricovrimento aperto (Vy)ier di E tale che
per ogni A €L esista un t€1I tale che V,CU,.

Per la prop. 3 E ¢ fortemente a—paracompatto e quindi esiste un ricovri-
mentq aperto localmente finito (Wz);e k di E che & un a-quasi raffinamento di
(Virgr (def. 2). Sia £€K: evidentemente & card (W,NB)<a e quindi esiste
A €L tale che W,NBCV,. Ora, se ¢ x€ W, e se U & un intorno aperto di x
si ha W,NU==0: poiché W,NU & anche aperto e B & ovunque denso
si ha W,nB)NU=W,NnU)NB3=0 e quindi & x €W,NB donde
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WkCkaBCVA. Per la definizione di (Vy)ier esiste L€l tale che sia
V,CU,. Consegue W,CU, e quindi E & paracompatto.

 Osservazione. — Piu particolarmente interessante & il caso in cui sia
a = card (N).
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