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Matematica. — S u r  la notion de limite d ’une distribution à Vinfini. 
Nota di J a im e  C a m p o s  F e r r e i r a , presentata0 dal Socio M. P i c o n e .

1. Les notions de valeur et de limite d ’une distribution en un point 
« e R  ont été introduites par M. S. Lojasiewicz [1] et [2], et généralisées au 
cas des distributions à plusieurs variables par le m èm e m athém aticien [3]. 
D ’autre part, des notions de limite d ’une distribution / ( . x) lorsque x  tend vers 
l’infini, ont été definies par M M . M ikusinski et Sikorski [4], et aussi, d ’une 
fa?on non équivalente, par M. Sebastiào e Silva [5]. Nous rappellons ci-des- 
sous la définition de M. Sebastiào e Silva, sous une forme adaptée aux buts 
de cette note:

On dit que la distribution /  (x) converge vers un nom bre X lorsque 
x ->  +  00 (resp. # ->  —  00) s’il existe un entier n >  o et une function F, 
continue dans un voisinage de +  oc (resp. — oo), tels q u ’on ait, dans ce 
voisinage:

(1) / ( * ) =  D ^ F ( x) ,

avec F (+ o o ) =  X [resp. F (—  oo) =  X], au sens usuel.
Il est très aisé de voir que cette définition généralise la notion usuelle de 

limite d ’une fonction, dont beaucoup de propriétés essentielles sont conservées.
Cette extension peut ètre utilisée, en particulier, pour définir Fintégrale 

d ’une d is tr ib u tio n /sur R: on dit q u e /  est iritégrable s’il existe une distribution 
g, avec des limites g  oo) et g  (—  oo), telle que f  — D^; dans cette hypothèse 
on pose, naturellem ent:

I  / = g  ( +  ° °  ) —  g  (—  00) •
R

D ans l’étude des propriétés de ces notions et, nom m ém ent, dans la recher­
che de conditions pour que Ton puisse changer l ’ordre des operations d ’intégra- 
tion et de passage à la limite d ’une suite de distributions, nous avons été amené 
à considérer une nouvelle définition de limite, qui nous semble très naturelle 
et plus générale que celle d eM . Sebastiào e Silva citée ci-dessus. Cette défini­
tion nous a perm is d ’obtenir aisém ent une condition nécessaire et suffisante, 
pour que la lim ite^  d ’une suite f n de distributions convergentes lorsque x  -> 00, 
soit encore une distribution convergente et aussi des conditions concernant 
la possibilité de changer l’ordre de l ’intégration et de la passage à la limite, 
ce que nous n ’avons pas réussi à obtenir en em ployant la définition d eM . S. e 
Silva.

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.

53- — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 6.
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D ans cette Note, nous donnons notre definition de limite et quelques-unes 
de ces propriétés élém entaires; nous laissons pour un eN o te  prochaine I n d ic a ­
tion de quelques a vantages de cette definition et, en particulier, P exposition 
des derniers résultats cités ci-dessus.

2. On commence par introduire les notions de limite supérieure et de limite 
inférieure d ’une distribution /  fx)  lorsque x - j -  00. On se bornera d ’abord 
à considérer des distributions a « valeurs réelles » c’est-à -d ire , des distributions 
qui, dans chaque intervalle com pact de R  contenu dans leur domaine, sont 
des dérivées généralisées de fonctions continues réelles. Evidem m ent, on peut 
étendre ces notions au cas des distributions « complexes »; à ce but il suffit de 
considérer séparém ent les parties « réelle » et « im aginaire » de la distribution 
envisagée.

Soit alors/  une distribution (réelle) défìnie dans un voisinage du point -f- 00 
et supposons q u ’il existe un intervalle IC R , non borné à droite, dans le q u e l/  
soit une distribution d ’ordre fini. Alors, pour chaque entier n suffisament grand, 
on pourra représenter /  (dans I) sous la forme:

(2)

Fn é tan t une fonction réelle, continue dans Pintervalle I.
Représentons par Fn ( +  00) (resp. Fn (— 00)) — ou, en abrégé, par \ n 

(resp. Xn) -  la limite supérieure (resp. inférieure) de la  fonction. F w, lorsque 
x  00.

On peut énoncer m ain tenant la proposition suivante:
P ro p o s i t io n  i. -  Les limites \ n , \ t ne dependent pas de la fonction F„ 

considerée dans (2), mais seulement de la distribution f  et du nombre n. E n  plus 
on a> pour toutes les valeurs de n considerées:

^n A  + i >  'kn +1 >  \ n .

Dem. — Pour la prem ière partie, il suffit d ’observer que si, en plus de (2), 
on a:

F* é tan t aussi une fonction réelle continue dans Pinter valle I, on doit avoir:

où Fn représente la restriction à I d ’un polynòme de degré <C.n, à coeffi­
cients: réels; on voit done im m édiatem ent q u ’on aura: Fn (f i-00) =  FJ ( +  00) 
et Fn ( +  po) ^ f : ( +  00) .

Pour la deuxièm e partie, on peut noter que, si on a:

D’ It f - (*) = d'+i F.+i (*)
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où et Fw+i-sont des fonctions réelles continues dans I, et si c est un point 
arb itra ire de cet intervalle, on aura aussi:

(3) Fn+1 ( x ) ~ ^ ± L  J  =
c

(où tcm+i est un polynom e de degré <  n +  i).
M ais, si l’on suppose que le point c a été choisi de telle fagon que, pour 

x > c ,  on ait:

~Kt_ F„ ( x )  <  +  e .

s é tan t un nom bre positif arbitraire, on voit q u ’on doit avoir, pour x > c \

& »— *)
c \ « + r  
x ) <

n - f  1

c

If F„(i-)d? <(xK-f-s) C

X

>» + !'

d ’où, com pte tenue de (3), on déduit im m édiatem ent les relations:

~̂n — ^« + 1 j j

q u ’il nous fallait dém ontrer.
M aintenant, si Ton pose X =  lim \ n , X =  lim \ n , il semble naturel de

_  n —> 00 n —> 00
dire que X (resp. X) est la limite supérieure (resp. inférieure) de la distribution/ ,  

lorsque i - > + o o :  / ( +  00) =  X , / ( +  00) =  X.

Evidem m ent, on aura toujours: +  00 > / . ( +  00) >  /  ( +  00) > __ 00.
On peut introduire m ain tenant la définition suivante: ~  ~~

DEFINITION i. — On dit que la distribution /  est convergente lorsque 
^  +  00, s i ( (et seulem ent si) on a: +  00 > / ( +  00) =  /  ( +  00) >  —  00 ;
dans celate hypothèse, le nom bre /  (-f- 00) — /  (-(- 00) est appellé la limite de 

f i x )  lorsque J r -> +  00 et représen té p ar / ( +  00).
On défirìirait d ’une fagon analogue les limites / ( — 0 0 ) , / ( — o q ) et

f  ( °°) (en supposant que /  est une distribution réelle d ’ordre fini dans un
voisinage du point —  00).

Si /  est upe distribution complexe (c’est-à -d ire , une distribution usuelle), 
on peut évidem m ent obtenir une et une seule decomposition de la forme:

. / V / 1  +  2/2,

/1  e t/2  e tan t des distributions réelles. Alors on poserà, en supposant encore 
que /  est une! distribution d ’ordre fini dans un voisinage du point -j- 00: 

D e f in it io n  2. — On appelle limite supérieure (resp. inférieure) d e / (at), 
lorsque x  -> -j- 00, le nom bre:

f i  ( +  00) +  i f 2 ( +  00) [resP- Z1 ( +  ° ° )  +  * / g ( +  Qo)] ,
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note encore / ( +  00) (resp. / ( +  00)). On dit que la distrbution /  est conver­

gente lorsque x f i  00, si on a / ( +  00) — / ( +  00) e C; alors on pose:

/  ( +  °°) = / i  ( +  °°)  +  i h  (+ < » )•

Evidem m ent, les lim ites/  (—  0 0 ) , / ( — 00) , / ( — 00) seraient définies d ’une 
fagon analogue. On peut observer que ^existence de la limite / ( +  00) ou 

/  (—  00), au sens de Silva, entrarne Lexistence de la m èm e limite au sens de la 
définition précédente (avec la m èm e valeur), tandis que la réciproque est pro- 
bablem ent fausse. À  ce propos, il convient de rappeller que, si/  est une distri­
bution convergente (lorsque ^  + 0 0 ,  par exemple) au sens de Silva, on
peut dire que la limite / ( +  00) est d ’ordre n  si n est le plus petit entier pour 
lequel f  peut ètre représentée sous la forme (1), F  étan t une fonction continue 
convergente au sens usuel lorsque x  f i  00. Avec cette convention, on pour- 
ra it dire que les distributions convergentes au sens de Silva sont celles qui, 
au sens de la définition 2, ont une limite d ’ordre fini. Bien que nous n ’ayons 
pas réussi à trouver un exemple d ’une distribution convergente don t la limite 
ne soit pas d ’ordre fini, il nous semble raisonnable d ’adm ettre q u ’il existe de 
telles distributions.

3. Nous indiquerons m ain tenant quelques propriétés simples de la notion 
de limite in troduite au § 2, sans en donner les dém onstrations (qui sont d ’ail- 
leurs très faciles). L ’unicité et le caractère locai de cette limite é tan t évidents, 
et bien aussi le fait q u ’elle généralise la limite usuelle pour les fonctions, nous 
nous bornerons à énoncer les propositions suivantes:

PROPOSITION 2. -  Pour qu une distribution réelle f  soit convergente lorsque 
x  -> -f- 00, il fa u t et il  suffit que, pour chaque z > 0 ,  il  existe un entier n~>o
un intervalle I ‘ non bornè à droite et une fonction réelle F, continue dans I et

. . . . xndont P  oscillation dans cet intervalle soit < £ , tels qu' on ait f  (x) — f  (x)
dans I. (Evidem m ent, cette proposition peut ètre im m édiatem ènt adaptée au 
cas des distributions complexes).

P roposition  3. — S i f  et g  sont des distributions (définies dans un mème 
domarne) convergentes lorsque # -> +  00, et si oc, p e C, alors la distribution 
h — off +  fó" est aussi convergente lorsque x  -> +  00 et on a:

h ( +  cx>) =  a /  ( +  00) +  $g ( +  00) .

P roposition  4. -  S i f  est une distribution convergente lorsque x  00, 
alors sa dérivée f r est aussi convergente lorsque 00 et on a f '  ( +  00) — 0
pcette limite étant toujours d'ordre fin i).

PROPOSITION 5. -  So it fi  une distribution convergente lorsque x-> fi-  00, a 
une fonction de classe C°° dans le domaine de fi, convergente au sens usuel lorsque 
x  -> +  00 et telle que, pour chaque entier k^> 0, on ait (au sens usueì)\

lim x k aé® (x) =  o .
X -> +00
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Alors la distribution a f  est convergente lorsque x  -> +  00 et on a:

(a /) ( +  00) =  a ( +  0 0 ) / ( +  00)

PROPOSITION 6. -  Soit f  une distribution dèfinie dans un intervalle I et 
convergente lorsque x  +  00 , 9 une fonction de classe C°°, dèfinie dans un in­
tervalle I* (non borne à droite) et à valeurs dans I, telle que 9 ' (t) =j= o dans 
chaque point t  e I* et qu'on ait aussi, au sens usuel:

i) lim cp (/) =  -|- 00 ,
t —> + 00

it) lim 9 ' (/) e R  —  { o },
+00

Hi) lim th~ 1 9 (/è) if) =  o , pour k =  2 , 3 . • • •.
t —>■ -}- 00

Alors, si Pon pose g  (t) = /  (9 (/)), distribution g  est convergente lorsque
£ : - > +  OO ^  <2/ ^  C — OO)  =  / ( +  O O ).
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