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Matematica. — Swr la notion de limite dune distribution & !infini.
Nota di Jaime Campos FERREIRA, presentata @ dal Socio M. PiconE.

1. Les notions de valeur et de limite d’une distribution en un point
2 €R ont ¢té introduites par M. S. Lojasiewicz [1] et [2], et généralisées au
cas des distributions & plusieurs variables par le méme mathématicien [3].
D’autre part, des notions de limite d’une distribution f (x) lorsque x tend vers
Pinfini, ont été definies par MM. Mikusinski et Sikorski [4], et aussi, d’une
fagon non équivalente, par M. Sebastido e Silva [5]. Nous rappellons ci—des-
sous la définition de M. Sebastido e Silva, sous une forme adaptée aux buts
de cette note:

On dit que la distribution f(x) converge vers un’ nombre A lorsque
x — + oo (resp. ¥ - — o0) s’il existe un entier # >0 et une function F,

continue dans un voisinage de -+ oo (resp. — o0), tels qu’on ait, dans ce
voisinage:

Zn
(1) f@) =D F (),

avec F(4-00) =2 [resp. F(— oo) =1], au sens usuel.
I1 est trés aisé de voir que cette définition généralise la notion usuelle de
limite d’une fonction, dont beaucoup de propriétés essentielles sont conservées.
Cette extension peut étre utilisée, en particulier, pour définir l'intégrale
d’une distribution / sur R: on dit que f est intégrable s'il existe une distribution
&> avec des limites g (+ o) et g (— oo), telle que = Dg; dans cette hypothése
on pose, naturellement:
[f=gto0)—g (o).

R

Dans I'étude des propriétés de ces notions et, nommément, dans la recher-
che de conditions pour que Ion puisse changer I'ordre des opérations d’intégra-
tion et de passage a la limite d’une suite de distributions, nous avons été amené
a considérer une nouvelle définition de limite, qui nous semble trés naturelle
et plus générale que celle de M. Sebastiio e Silva citée ci-dessus. Cette défini-
tion nous a permis d’obtenir aisément une condition nécessaire et suffisante,
pour que la limite / d’une suite f, de distributions convergentes lorsque x — oo,
soit encore une distribution convergente. et aussi des conditions concernant
la possibilité de changer I'ordre de I'intégration et de la passage a la limite,

ce que nous njavons pas réussi & obtenir en employant la définition de M. S. e
Silva.

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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Dans cette Note, nous donnons notre définition de limite et quelques—unes
de ces propriétés ¢lémentaires; nous laissons pour une Note prochaine 'indica-
tion de quelques avantages de cette définition et, en particulier, I'exposition
des derniers résultats cités ci—dessus.

2. On commence par introduire les notions de limite supérieure et de limite
inférieure d’une distribution f(x) lorsque x — 4 co. On se bornera d’abord
4 considérer des distributions & « valeurs réelles » c’est-a—dire, des distributions
qui, dans chaque intervalle compact de R contenw dans leur domaine, sont
des dérivées généralisées de fonctions continues réelles. Evidemment, on peut
étendre ces notions au cas des distributions « complexes »; a ce but il suffit de
considérer séparément les parties «réelle » et « imaginaire » de la distribution
envisagée.

Soit alors f une distribution (réelle) définie dans un voisinage du point - oo
et supposons qu'’il existe un intervalle ICR, non borné a droite, dans lequel f
soit une distribution d’ordre fini. Alors, pour chaque entier # suffisament grand,
on pourra représenter f (dans I) sous la forme:

@) f@ =D"2LF, (),

F, étant une fonction' réelle, continue dans l'intervalle I.
Représentons par F, (4 oo) (resp. F, (— o0)) — ou, en abrégé, par A,
(resp. A,) — la limite supérieure (resp. inférieure) de la fonction F

lorsque

RS

On peut énoncer maintenant la proposition suivante:
PROPOSITION 1. — Les limites \,, N, ne dépendent pas de la fonction F,

considérée dans (2), mais seulement de la distribution | et du nombre n. En plus
on a, pour toutes les valeurs de n considérées:

Ry = Mgl = Mgt =4,

Dem. — Pour la premiére partie, il suffit d’observer que si, en plus de (2),
on a:

Z”
fx)= D”W Ff(x) ,
F% étant aussi une fonction réelle continue dans l'intervalle I, on doit avoir:
F, (x) — Fi(x) = 122

” b

ol P, représente la restriction & I d’'un polynéme de degré <<#, a coeffi-

cients, réels; on voit donc immédiatement qu’on aura: F, (+ oo) = F5 (4 00)
et F, (4 00) = Fi(+ 0).

Pour la deuxiéme partie, on peut noter que, si on a:

” ” n+1
D» - F, (x) = D** <7f+—r)! Foi1 (%)
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ou F, et F,,; sont des fonctions réelles continues dans I, et si ¢ est un point
arbitraire de cet intervalle, on aura aussi:

G o () — “hL f £, () dz = "

(ot 7,1 est un polynome de degré <<z 4 1).
Mais, si I'on suppose que le point ¢ a été choisi de telle facon que, pour
x >¢, on ait:

o —e<F, (X)<h,+¢

¢ étant un nombre positif arbitraire, on voit qu’on doit avoir, pour x >¢:

x

0w —2 [1—(5f"] < ’;*}/& F, @ dE <@+ [1—(£]"]

<

d’ot1, compte tenue de (3), on déduit immédiatement les relations:

Tn Z )\n+1 ) )1 < )‘-n+1 )

qu’il nous fallait démontrer.

Maintenant, si 'on pose A = lim A, A = lim 7\,, il semble naturel de
7 —>00 - n—>00"

dire que A (resp. ) est la limite supérieure (resp. inférieure) de la distribution f,

lorsque x -+ oo : f(+ c0) = X,f(—{— oo) =\

Evidemment, on aura toujours: -+ oo >f(—{- o) > f(+ J(+ o0) = —oo.
On peut introduire maintenant la définition  suivante:

DEFINITION 1. — On dit que la distribution f est convergente lorsque
% —> + oo, si (et seulement si) on a: + 00 > f(+ 00) = f (4 00) > — o0o;
dans cette hypothese, le nombre f (+ oo) = f (4 o) est appellé la /Zimite de
J(x) lorsque x — + oo et représenté par f(+ o).

On définirait d’une facon analogue les limites 7 (—o0), f(— oc0) et
J (— o0) (en supposant que f est une distribution. réelle d’ordre fini dans un
voisinage du point — oo).

Si f est une distribution complexe (c’est-a-dire, une distribution usuelle),
on peut évidemment obtenir une et une seule décomposition de la forme:

f=A+ i,

/1 etfs étant des distributions réelles. Alors on posera, en supposant encore
que f est unel distribution d’ordre fini dans un voisinage du point -+ oo:

DEFINITION 2. — On appelle limite supérieure (resp. inférieure) de f (),
lorsque x — 4 oo, le nombre:

fi(hoo) Fifa(d00) ,  [resp. fi(+00) + i fo (+ )],
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noté encore f (4 oo) (resp. f (4 o0)). On dit que la distrbution f est conver-

gente lorsque x — - oo, si on a f (4 oo) = f (+ oo) € C; alors on pose:
F(+ 00) =fi(4 o) + i fa (4 9).

Evidemment, les limites f (-—— o0), f (—o0), f (— oo) seraient définies d’une
fagon analogue. On peut observer que l'existence de la limite /(4 oo) ou
f (— o0), au sens de Silva, entraine 'existence de la méme limite au sens de la
définition précédente (avec la méme valeur), tandis que la réciproque est pro-
bablement fausse. A ce propos, il convient de rappeller que, si f est une distri-
bution convergente (lorsque ¥ — - oo, par exemple) au sens de Silva, on
peut dire que la limite f (4 oo) est d’ordre # si # est le plus petit entier pour
lequel f peut étre représentée sous la forme (1), F étant une fonction continue
convergente au sens usuel lorsque ¥ — + oco. Avec cette convention, on pour-
rait dire que les distributions convergentes au sens de Silva sont celles qui,
au sens de la définition 2, ont une limite d’ordre fini. Bien que nous n’ayons
pas réussi a trouver un exemple d’une distribution convergente dont la limite
ne soit pas d’ordre fini, il nous semble raisonnable d’admettre qu’il existe de
telles distributions.

3. Nous indiquerons maintenant quelques propriétés simples de la notion
de limite introduite au § 2, sans en donner les démonstrations (qui sont d’ail-
leurs tres faciles). L'unicité et le caractére local de cette limite étant évidents,
et bien aussi le fait qu’elle généralise la limite usuelle pour les fonctions, nous
nous bornerons a énoncer les propositions suivantes:

- PROPOSITION 2. — Pour qu'une distribution réelle f soit convergente lorsque
x —> 4 oo, 7l faut et il suffit que, pour chaque >0, il existe un entier n >0
un intervalle 1 non borné & droite et une fonction véelle ¥, continue dans 1 et
dont \loscillation dans cet intervalle soit <e, tels qu'on ait f(x)= D”% J(x)
dans 1. (Evidemment, cette proposition peut étre immédiatement adaptée au
cas des distributions complexes).

PROPOSITION 3. — S7.f et g sont des distributions (définies dans un méme
domaine) convergentes lorsque x — -+ oo, et si «,f € G, alors la distribution
h = af + PBg est aussi convergente lorsque x — + oo et on a:

k(4 o0) = af (4 o0) + fBg (4 =0) .

PROPOSITION 4. — S7 f est une distribution convergente lorsque x — - oo,
alors sa dérivée J' est aussi convergente lorsque x ——+ oo et on a f' (4 o00)=0
(cette limite étant toujours d’ovdre jfing).

PROPOSITION 5. — Soi? f une distribution convergente lorsque x —-+ oo, a
une fonction de classe C™ dans le domaine de f, convergente au sens usuel lorsque
x =+ oo et telle que, pour chaque entier k> 0, on. ait (au sens wusuel):

lim 2% a® (x) =o0.
X —> 400
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Alors la distribution of est convergente lorsque x — -+ oo et om a:
(%) (4 00) = & (+ 00)f (+ o) .

PROPOSITION 6. — Soit f wune distribution définie dans un intervalle 1 et
convergente lorsque x —+ oo , @ une fonction de classe C*, définie dans un in-
tervalle 1* (non borné & droite) et a wvaleurs dans 1, telle que ¢’ (£)== o dans
chaque point t € I* ot gu'on ait aussi, au sens usuel:

) lim ¢ () = + oo,
f—> 400

) lim ¢’ (#)eR—{o},
#—> 400

77) lim #—1¢® (#) = o, pour £=2,3, --.

t—> 400

Alors, si Pon pose g (t) = f (o (2)), la distribution g est convergente lorsque
t >+ oo et on ar g (4 00) = f(+ oo).
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