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Calcolo delle probabilità. —- Quelques théorèmes limites pour une 
classe de variables aléatoires dépendantes. Nota di M . H a r r y  C o h n , 
presentata (*} dal Corrisp. G. F i c h e r a .

i. Soit (Q , Si , P) un espace de probabilité, [X „ j„ e N* une suite de 
variables aléatoires, N* =  { i , 2 , • • •}, PMÌ la cr-algèbra engendrée par les
évènem ents { co | (X,- (co) , • • •, (00)) e H , a <  h <  i2<  • • • <  ik <  b , H e é*},

étan t la famille des ensembles boréliens >é-dimensionnels.
Nous supposons que { X w}«Gn* satisfait à la condition

(I) | P (AB) ~  P (A) P (B) | <  9 (n) P (A)

où A  e e t t i , B € pour tou t k  , n  e N* et 9 (/) <  1 pour un l e  N*.
Les processus de M arkov qui satisfont a la condition de Dòeblin, les p ro­

cessus ^ -d e p en d an ts , des certaines classes de processus stationnaires [5], de 
chaìnes à liaisons complètes [6], de chaines d ’ordre infini, sont quelques exem- 
ples de processus aléatoires qui satisfont à la condition (I).

Soit J A , | , gn* une suite d ’évènem ents tels que JxaJ « gn* satisfait a la con­
dition (I), Xa é tan t Tindicateur de l’ensemble A.

T h ÉORÈME 1. — L a  condition nécessaire et suffisante pour que

00

P (lim sup A„) =  0 est X  P (A„) <  o o .
n =  1

00

T h ÉORÈME 2. -  Supposons que lim 9 (n) =  o. S i  ^  P (A„) <  00 on a
n - >  oo n =  1

oo

P (lim sup A n) = o et si ^  P (A„) =  00, on a P (lim sup A„) =  1.
n =  1

T h ÉORÈME 3. -  SP I existe un nombre l e  N* pour lequel 9 ( /)<  1/2 et si 
A € on a P (A) =  o ou P (A) =  1.

Posons

f ( ! )  =  I —  9 (/) , S ^  =  ± X il+k , SB =  X  X;

oc (X/_j_ ,̂ , ^ni+l)  — m ax D T  * * • T  X w/+ )̂ .
1 <  W <  K

ThÉORÈME 4. -5*2 l  est le prem ier nombre pour lequel 9 (/) <  1 jz 
chaque k , 1 <  k <  l

-  a (X/+* , • • •, Xti+k) < /  (/)

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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pour tout n , tl <  n <L(t +  1) /  on a

P ( max I Sm I >  e) <
4 /2
s2 D (S«)

1 < m < n

Demonstration. — Notons 

-(*)

>1=1 / « ■
4 /2 a (x /+£>’ * •» X//+y&)

Ao =  { c o n s u l  >  e}

A „ =  { co I |S^| < e  ,• • -, I S®_i| < s  , |S(̂ |  >  s) m =  i , 2 , - - -

B« =  I co I I Sf> — S® I <  — !

c =  jc o ||S f> |> -L |.

m =  0 , 1 , 2 , -

On voit facilement que CD 2 ] Aw Bm.
m—Q

En utilisant la condition (I), nous obtenons

(1) P ( 2  Aw B„) =  2  P (A* B„) >  X  (P (K .)  P (B„) — (I —/  (/)) P (Am)).
\»? = Q /  m = 0 »2 = Q

Mais l’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff implique

P (Bw) =  P ( ] cu |

et par conséquent

_ 2  x */+£ < t M > i

4 DI E  X2'/+ k

4 « ( X /+ i f . . . , X </+i)
min P (Bw) >  1 

0 < *» < *

Compte tenu de Pinégalité ci-dessus, la relation (1) devient

P E  A* B,
\ «  =  0 H

/ a ) — s  p  (a » ) =
W /  »2 = 0

=■ (/CO — 4a(X*+*,̂ " ’ X*+*) Vp ( m ax |S® | >  e) .

D ’àutre part

p ( E  A „ B j  <  P (C) <  —  D (S</)
\W2 = 0 /  £

d ’où en vertu de la condition du théorème, on obtient

P ( max | Sj? | >  e) <C
_4
e2

0<m<t
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Enfin, les inégalités

P ( m ax I I >  s) <  P ( m ax |S J  >  s) <  2  P max |SL | > T
1 < m < n  1< w<(/+l) I k = \  \0< m < t  1

achèvent la dem onstration du théorème.
Lemma i. -  Si E  (X,-) =  o pour i <L i <  n, on a

i= 1
D 2 X,. ^ ( 1  +  '2 y .) 2 D(X,.)

*=1

où Y» =  2  £J/2 et (s,)»6N* sont des nom bres réelles qui verifient la relation 
i - 1  1

j  P (AB) P (A) P (B) I <  s„ P (A)

où A  e ©It* et B e ©It's*” pour tou t k , n  e N*.
T h é o rè m e  5. -  S i D (X „ )< M 2 pour t o u t n e W , M etant une constante

OO -V

, ... a * V  T2W ^  Sw — E(SW)positive et si 2 * ~zg~ 00 > ----------- ~ converge presque surèment verso zero.
n = l  2 n

00

ThÉORÈME 6. — Si J7 les variables {X^}weN* ont la mente
n =  1

fonction de re partition ì la contition nécessaire et suffisante pour la convergenze 

de S Jn  est | E (Xi) <  0 0 . Dans ce as lim —  — E (Xi) avec la probabilità 1.
« -> 0 0  n  

OO 00

T h é o rè m e  7. -  S i  2  4/2 < 0 0  et si 2  - T ^ - <  00 . s” ~~ E con-
n =  1 .» = 1 ^

verge presque surèment vers zèro.
R em arquons que les théorèm es 5, 6, et 7 contiennent comme des cas 

particuliers les theorem es de A. N .Kolm ogorov, concernant les variables aléea- 
toires indépepdantes.

Les dém onstrations des théorèmes ennoncées utilisent les résuntats éta- 
blis dans les trav au x  [1], [5], [7] et [8].

2. Soit { X w J«eN* un processus de M arkov non homogène et P ( x , A) 
une probabilité de passage.

Posons

■Q(P)  =  s u p | P ( * ; A )  — P ( y , A ) |
A , x , y

a CP) — 1 '— Q (P) est dit coefficient ergodique [2], [3], On peut montrer 
que si P èt P' sont deux probabilités de passage, on a

Q ( P o P ') ^ Q ( P ) Q ( P ') .

Posons at>- — Q (P,-+i o • • • o Py) pour i <  j ,  où P„ est la wième probabilité 
de passage de la chaine { X„ }„ e n*
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Considérons les conditions suivant.es:
(Ci) Il esiste un nombre S , o <  8 <  1 et un nombre l e  N* tel que 

a*,*+/> 8 pour tout f e N * ;
(C2) Il existe un nombre 8 , o <  8 <  1 et un nombre a , o <  a <  1 

tel que si ln est le plus petit nombre pour lequel a,-|t-+/w > 8  i =  1 -, • • •, n — l n, 
n =  qy q >  1, v =  1 , 2 , • • • on a ln~ n a.

T h ÉORÈME 8. — S i  {X^ J„€N* satisfait à la condition (Ci) et si
D (X,)

n —1
<  OO , Sn — E (S*) converge presque sùrement vérs zero.

T h ÉORÈME 9. -  S i les variables {YLn)n(zN* ay ant la mente loi de probabilità, 
satisfont à la condition (Ci), pour que S J n  converge presque surementì il fa u t  et
il suffit que I E (X i) |<  00. Dans ce cas, lim : E (Xi) avec la probabilità 1.

T h ÉORÈME io . -  S i  { Xw}„€n* satisfait à la condition (C2) et si
n
S d (Xì)

r  *=l ^ > n  ^  j . ^  2 — P S« — E (S„) vhm ——  -----  < 0 0  ou o <  p <  2 et a < ------— , ----------  — converge presque
n-> OO n 2 n
sùrement vers zèro.
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RÉSUMÉ. — Extensions aux variables aléatoires dependants d’un certain type, du 
théorème de Borel-Cantelli, de la loi 0—1, de rinégalité de A. N. Kolmogorov et de quelques 
variantes de la loi forte de grands nombres. Dans la démonstration de rinégalité généralisé 
de Kolmogorov on utilise une méthode due à G. Ottaviani [7]. On donne aussi des appliqua- 
tions pbur les processus de Markov non homogènes.


