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Calcolo delle probabilita. — Quelgues théorémes limites pour une
classe de variables aléatoires dépendantes. Nota di M. Harry Conn,
presentata @ dal Corrisp. G. FicHERA.

1. Soit (Q,# ,P) un espace de probabilité, { X, }ien une suite de
variables aléatoires, N* = {1,2,-..}, M. la c-algebra engendrée par les
évenements { | (X, (0), -, Xy (0)€H, e <a<n< - <i,< b, HeB),
®* étant la famille des ensembles boréliens £-dimensionnels,

Nous supposons que { X,},en+ satisfait & la condition

D | P(AB) —P(A) P (B)| < ¢ (n) P (A)

ot A €9t B e 9y, pour tout £,7# €N* et ¢ (/) <1 pour un /€ N*.

Les processus de Markov qui satisfont a4 la condition de Déeblin, les pro-
cessus 7—dépendants, des certaines classes de processus stationnaires [5], de
chaines a liaisons complétes [6], de chaines d’ordre infini, sont quelques exem-
ples de processus aléatoires qui satisfont a la condition (I).

Soit {A,}, e N+ une suite d’événements tels que {XA” 1, e~ satisfait & la con-
dition (I), xa étant l'indicateur de I’ensemble A.

THEOREME 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que

P (limsupA,) =0 est X P(A)<oo.
n=1

THEOREME 2. — Swupposons que lim ¢ (n) = o. Si E P(A)<oco on a

# —> 00 n=1
P(limsupA,) =o0 et sz E P (A,) = oo, on a P (lim sup A,) = 1.
n=1
THEOREME 3. — S/ existe un nombre I € N* pour lequel o (1)< 12 et si
A€eMT o a P(A)=o0 ou P(A) =1.

Posons

f([> =1— ] (Z) ) ng) == E Xz‘l+k ) Sn = Xz’
7==()

=1

23 <Xl+ky' ) an—{—k) = max D (Xml+k + ce + Xﬂl+k) .

1<m<n

THEOREME 4. — S7 [ est le premier nombre pour lequel o) <1 et si
pour chagque £, 1 < bk <[

2
{2—“ Kigz, oy Xapr) <F ()

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965,
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pour tout n, 1 <n <(t+ 1)/ on a

12
4-pE®)
422

P(max]S",lZs)Sé

1<m<n £=1 VOGRS 16 SRS #9)
Démonstration. — Notons
Ay ={o||SP|> ¢}
A,={o||SP|<e, -, |SP 1| <e,|S?|>c} m=1,2, -
Bm:;co||Sff)—Sfﬁ)|g%$ m=0,1,2, -

C =§m]|s§k>|>§=.

t
On voit facilement que CD E A,B,.
m=()

En utilisant la condition (I), nous obtenons
! ¢ z
(1) P (ZOA,,, B,,,) = EOP(A,,, B,) > };0 (P(A,) P(B,) — (1—F (D) P(A,)).
Mais l'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff implique

z
D ¥ X, )
<i>>1_4 <"=;+1 e
<5{]=

2

¢
) E . Xirps

{=m+

P(B,,,):P(%M

et par conséquent
40 (X X)) .

2

min P (B,)>1—

0<m<t

Compte tenu de l'inégalité ci-dessus, la relation (1) devient

: 40 (Xp g X p) 4
P(}:‘,OA,,, B,,,) > (f(l)m B ZOP (Aw) =

P (max |S£,’?| >e).

0<m<t

=Q@—

4o (Xpy g0 Xyppp)
g2

D’autre part
7
P(E A, Bm)g P(C) <2 DEP)
m=0 /
d’oli en vertu de la condition du théoréme, on obtient

4 pD®
P (max |S?|>¢) < :

0smst S — 7;:— a(Xyppr o Xppa)
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Enfin, les inégalités

i
P(max |S,|>¢) < P( max |Sm|23)£EP(max|Sﬁ),2%)
=1

1<m=<n 1<m<(#+1) 7 0<m<t

achevent la démonstration du théoréme.
LEMMA 1. - Si E (X)) =0 pour 1 <i<#, on a

p(Ex)=0+2mEpey

ou vy, = Ee,l-l? et (¢,),en+ sont des nombres réelles qui verifient la relation
=1
| P(AB) —P (A) P (B)| <¢, P (A)

ou A€ gfli et Be 91”621: pour tout £,z € N¥*,
THEOREME 5. — S7 D (X,)<M2 pour tout n€ N* | M étant une constante

S,—E(S,)
n

00
.. . Yﬂ P ’
posttive et si 2 > < oo, converge presque surément verso zévo.
n=1

(o]
THEOREME 6. — S7 Ee},’2< oo et si les variables {X,}, e+ ont la méme
n=1

Jonction de répartition, la contition nécessaire et suffisante pour la convergenze

de S,|n est |E (X1) < oo. Dans ce as lim —S”l =E (X1) avec la probabilité ‘1.

n—>00
[ee] [ee]
A : S W D (X,) S, —E(S
THEOREME 7. — Si . et < 0o of i 2»522”' < oo, —”—-n—(”)—cow
n=1 n=1

verge presque surément vers zéro.

Remarquons que les théorémes 5, 6, et 7 contiennent comme des cas
particuliers les théorémes de A. N.Kolmogorov, concernant les variables aléea-
toires indépendantes.

Les démonstrations des théorémes ennoncées utilisent les résuntats éta-
blis dans les travaux [1], [5], [7] et [8].

2. Soit {X,, },,GN* un processus de Markov non homogeéne et P(x,A)
une probabilité de passage.
Posons

Q(P)=sup|P(x,A)—P(y,A)]

1 XY

a(P)=1—Q (P) est dit coefficient ergodique [2], [3], On peut montrer
que si P et P’ sont deux probabilités de passage, on a

QEP-P)<Q[®)QP).

Posons a;; — Q (Piyp0--+0 P;) pour 7 <7, ot P, est la sitme probabilité
de passage de la chaine { X, e
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Considérons les conditions suivantes:
(C1) 1l esiste un nombre 3,0<(3 <1 et un nombre /€ N¥* tel que
®;, ;11> 8 pour tout z € N¥;
(Cg) 11 existe un nombre 3§,0<<8 <1 et un nombre «,0< a << I

tel que si /, est le plus petit nombre pour lequel &;,,,, >8 i =1, -, 2—/1,,
n=g¢"-g>1,vy=I1,2,--- on a [,~n"
THEOREME 8. — S7 {X, len satisfait & la condition (Ci) et si

n
THEOREME 9. — S7 /les variables { X}, e n+ ayant la méme loi de probabilité,
satisfont a la condition (Cy), pour que S,|n convérge presque siirement, il faut et

i suffit que | E (Xy)| << oo. Dans ce cas, lim —S;”— = E (X41) avec la probabilité 1.

(o)

D (X, S, —E (S, p ,
E ———7(22—> < oo, Sn —EGs) converge presque Surement vers zero.
n=1

n—>00
THEOREME 10. — S7 {X,}.en satisfait & la condition (Cg) et si
n
¥ D (X,
. AP . 2—B S,—E(S, X
lim ———— << oo o 0<B<C2 et a<C , converge presque
n—>00 7 2 7

surement vers 2éro.
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RESUME. — Extensions aux variables aléatoires dépendants d’un certain type, du
théoréeme de Borel-Cantelli, de la loi o—1, de I'inégalité de A. N. Kolmogorov et de quelques
variantes de la loi forte de grands nombres. Dans la démonstration de 1’inégalité généralisé
de Kolmogorov on utilise une méthode due & G. Ottaviani [7]. On donne aussi des appliqua-
tions pour les processus de Markov non homogénes.



