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Algebra. — Sulla generalizzazione del concetto delle algebre A® (*}. 
Nota di L u c ja n  S zam kolow icz, presentata (**} dal Socio B. S e g r e .

D e fin iz io n e . — Uni algebra A k è una coppia ordinata ( A ,  o), dove A  
è un insieme d i elementi qualsiansi, e o è una operazione binaria in  A soddi
sfacente al seguente sistema compatibile d i k condizioni'.

(Wo) : a [a] =  a,
(W /) : a1 [b] =  bs [a] per /  =  1 , 2 , • • •, k —  2 ; s e{ 1 , • • ■, >è — 2 },
(W ,_ i) :  [£] =  £,

dove a)1 \b] =  ao(ao . . . Q(ao b) • • • ).
i — 1 parentesi

Nel caso in cui l’insieme A sia finito: | A | =  n, denoterem o l’algebra A k 
con A kn (vedi [2], [3]).

Nel presente lavoro dim ostrerem o che u n ’algebra A^ è un quasigruppo, 
che ciascuna coppia di suoi elementi diversi genera un sottoinsieme che con
tiene esattam ente k elementi distinti, e dim ostreremo l’esistenza di sistemi 
com patibili di condizioni (W,-) nel caso k =  p m, /-p r im o .

ì .  D im ostriam o ora:
L. , i . i .  Per ogni a , b € A esiste x, tale che a [x] =  b. Infatti, abbiam o 

allora ak~ 2 [a [x]] =  ak~ 2 [b] e dunque ak~ x \x\ — x  — ak~ 2 \b\,
L. 2.1. Per ogni a , b e A  esiste Vr, tale chex  [a] =  b.

Dime. Secondo (Wi) esiste x, tale che x  [a\ =  a5 [x] e quindi ak - x~ s 
\cls [xf\ =  ak~ l [x] =  x  — ak~ 1~ s \b]\

L. 3.1. a [x] — a [y] im plica x  — y.
Dime. A bbiam o ak~ 2 [a [x]] =  ak~ 2 [a [y]] e quindi ak~ x [x] =  ak~ l [y] 

e dunque, secondo (Wk _ x) è x  =  y  ;
L. 4.1. x  [a] — y  [a] im plica x  =  y.

Dime. Secondo (Wi) esiste s, tale che x  [a] =  as [x] e y  [a] =  as [y] e 
quindi ak~ 1~ s [as [x]] =  ak~ x~ s [as [y]]; allora ak~ x [x] =  ak~ 1 [y] e d un
que, secondo (W ^_i), b x  =  y..

In  forza di L. 1.1-L. 4.1 abbiam o subito il:
T eorem a i. — Ciascun'algebra A k è un quasigruppo.
D im ostriam o ora:

L. 1.2. Se a =|= b> allora a% [b] =(= a per i — 1, • • •, k  —  1.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’Impresa matematica del C.N.R. presso l’Università 
di Roma.

(**) Nella seduta del 17 giugno 1963.
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Dim.\ A bbiam o ai ~ 1 ~ 1 [a\ [<£]] =  ai ~ 1 [b] =  b e ak ~ 1 ~ 1 [a] =  a e quindi, 
se fosse [b] =  a , sarebbe a =  b.

D a (W,-) e da L. 1.2. risulta:
L. 2.2. Se a =j= b, allora a1 [b] =f= b per i =  1 , • • •, k — 2.

D im ostriam o anche che:
L. 3.2. Se a =(= b, a llo ra -ai [b] =j= cd [b] per i=^=j ; i , j  =  1 , • • •, k —  1.

Dim.'. Se fosse ai [b] =  aj [b], i = j  +  s-, s >  o, si avrebbe ak~ 1~ '[ai [b]] — 
=  ak ~ 1 ~ 2 \aj [b]] e quindi ak ~ 1 [$] — ai ~ 1 ~ f [b], e dunque, secondo (W& _ 1) 
si avrebbe b =  ak~ 1~ s [b], che contraddice L. 2.2.

In forza L. 1.2.-L. 3.2. abbiam o subito il:
T eorem a 2. -  Ciascuna coppia di elementi diversi delV algebra A k genera 

un sottoinsieme che contiene almeno k elementi distinti.

2. Sia adesso: am [b] =  bj  [a\ , aJ‘+1 [b] =  bs [a] , a \b] =  b* [a] , at+j [b] =  
=  bp [a]. D im ostriam o (ora e nel seguito sottointenderem o di effettuare la 
som m a degli esponenti m odulo k — 1) che:

l a ,  per 7 + 1 = 0 ,
L. 1.3. a* [b] [ai + m [b]\ =  | 6 , per s ì  =  o ,

( as + l [b] negli altri casi.

Dirne. Secondo (W w) è a1 [b] [ai+m [b]] =  a1 [b] [am [a* [b]] =  a1 [b] [a* [b]J' 
[a]] =  al [by+1 [a]; se j  +  1 =  k — 1, abbiam o ai [b]-i+1 [a] =  a, m entre se 
j  +  1 =j= o, àbbiam o al [b]J + 1 [a] =  as \aì [b]] =  as + i [b] ( =  b per s i =  o).

!a , per t  +  j  •= o, 
b , per p  +  i =  o, 
ap + t [b] negli altri casi.

Dims, setondo (W w) e (Wi), abbiam o aiJrm [b~\ [a* [b]\ =  am [V[^]] \a* [<£]] =  
=  a* [by [a] [a* [b]] =  a{ [ò]* + S [a]; se t j  =  o, abbiam o ai [b]i + J'[a] =  a , m entre 
in caso contrario è ai [by [a\ =  ap [a* [b]] — ap + 1 [b] (== b se p  -f- i =  o).

È subito visto che:
a [a1 [b]] =  a ' + 1 [^] ( =  b se i +  1 =  o); a{ [b] [a] =  a* [ai [b]] — ai + / [b] 

( =  b se z +  £ =  o); b (ai [b]] =  b [b* [a]) =  bq + 1 [0] ( =  # se £ + 1 = 0 0  
[<£] in caso contrario); ai [b] [b] =  V [a1 [b]] =  bf \b* [a]] =  bt + q [a] ( =  <2 se 

t  +  q == o o ar [b] in caso contrario).
D a qui, da L. 1.3., da L. 2.3. e dai Teorem i 1 e 2 si ha subito il: 
T eorem a 3. — Ciascuna coppia di elementi diversi delV algebra A i genera 

un sottoinsieme che contiene esattamente k elementi distinti. 3

3. Si puq ora dom andare: per quali k esiste un sistema compatibile d i con
dizioni quanti sistemi siffatti esistono pe un k  fissato ?

Presentiam o intanto alcune condizioni che sono necessarie per la com pa
tib ilità  del sistem a (W,-), m a che risultano sufficienti soltanto per k <  7.
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È subito visto che:

(C 1) : (W,-) : af [b] =  bj  [a] implica (Wy) : a-j [b] =  ¥  [a].

Dim ostriam o che:

(C 2) : (W,-) : a1 \b\ =  b3 [a] implica af + * [b] =f= b3 + t [a].

D i m /  Sia a=^=b e poniam o a£ [b] =  c. Se fosse at + * [b] =  ¥ +3 [a], sa
rebbe a* [c] =  ¥  [c]i é dunque per la (W,) sarebbe af [b] =  bs [a] e perciò 
sarebbe cs [a] — cs [<£], e quindi a — b.

(C 3) : (W,-) : ax [b] =  ¥  + 2 [a] implica ¥  + 1 [b] =j= ¥ +1 [a].

Dim/.  Sia a=j= b e poniam o ba =  c. Se fosse ai+1 [b] =  ¥ +1 [a] sarebbe:

(1) at + l [b] =  ¥  + 1 [a] =  ¥  [c] ='[c]* + 2 [b] =  c [ ¥ +1 [b]\,

(2) af [6] =  ¥  + 2 [a] =  ¥  + 1 [c] =  ¥  + 1 [b]\

d ’altronde, in forza della (2), è:

(3) a£+ 1 [b] =  * [V [b]] =  a [¥ + 1 [*]]

e, secondo la (1) e la (3) risulta:

 ̂ [^+1 [̂ ]] =   ̂ + 1 

e quindi, in base al Teorem a 1, sarebbe a =  c.

(C 4) : W,- : a1 [b] =  ¥  + 3 [a] implica^ a* + 1 [b] =j= ¥  + 2 [a].

Dim.\  Sia a=j= b e =  £. Se fosse ai + 1 [b] =  ¥ + 2 [#], sarebbe:

(O  ^  + 1 M  =  ai + 2 [6] =  ai + 1 [c] =  ¥ + 2 [a] =  c [¥ + 1 [a]]}

(2') ¥  [a] =  af -+ 3 [b] =  àf + 2 [c] =  ** + 1 M ,

d ’altra  parte, in forza della (2'), è:

(3') à£ + ^[a] =  A[¥Ì a]]  =  6 [¥ + ^[a]]9

e, secondo la (T) e la (3') risulta:

e quindi, in base al Teorem a 1, sarebbe a — c.

4. U sufruendo delle condizioni (C i)-(C  4), è facile dim ostrare che: 
a) Esiste al più un sistema com patibile di condizioni per le algebre 

A 3 e A 4 (vedi [2]);
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b) esistono al più due sistemi compatibili di condizioni per l’algebra A 5: 

A*' : (Wo) : a [a] =  a,  (Wi) : a [6] =  [a ] , (W2) : a* [b\ =  f i  [a] , (W4) : ^4 [b] =  

A 3" : (Wo) : a [a] -  a , (Wi) : a [J] =  £2 [a] , (W3) : a3 [* ]=  33 [a ] , (W4) : ^4 [b] =  b)

c) non esiste alcun sistem a compatibile di condizioni per l’algebra A 6. 
Si dim ostra facilmente la compatibilità delle assiomatiche A 3, A 4, A 5, A 5"

usufruendo dei seguenti modelli'.
Sia un campo d i Galois d'ordine q (con q =  p m, ove p  è un num ero 

prim o e h e un intero positivo).
Prendiam o un elemento primitivo  di questo campo, cioè un elemento b =J= o, 

tale che risulta bs - 1  per ciascun s=\=q—  1. Introduciam o ora l’operazione 
o sugli elementi di definita nel modo seguente: x  ° y  — (\ ■— b) x by.  
A bbiam o evidentem ente: (1) : x l [y] =  ( 1 — fi] x  -|- f iy  =j= y,  per i =j= q — 1, 
e x q~ x [y] =  y.  È  anche x  o x  — x. M ettendo in (1) f i  =  1 — fi, si ottiene 
x 1 [y] =  y J [x]. Si ha così un modello per le algebre A^ nel caso k =  q =  p m. 

A bbiam o (vedi [1 ]):
TEOREMA 4. — Per k — q =  p m (p-primo) esiste almeno un sistema com

patibile d i condizioni per A k.
Nel caso di A 3, si ha b — 2, x  ° y  — 2 (x +  y); nel caso di A 4, b è un 

qualsiasi elemento diverso da o e 1; nel caso di A 5', b =  3, x  o y  =  3 (x +  y) 
e per A 5" si ha b =  2 ,, #  o y  — 4 # 2 y. ■

E facile anche verificare che esistono esattam ente due sistemi compatibili 
dì condizioni per le algebre A 7, A 8, A 9:

A 7' : (Wo) : à [a\ =  a , (Wi) : a [b] =  f i  [a], (W2) : a2 [J] =  £2 [a] , (W3) : a3 [J] =
=  ^ W , C W 6) : ^ [ 3] =  ^

A 7" : (Wo) : a [a] =  a,  (Wi) : « [3] =  [ a ] , (W2) : tf2 [J] -  f i  [a], (W4) : <*4 [6] =  
=  w  , [W«] : cfi [6] =  fi,

A8' : (Wo) : a [a] =  a,  (Wi) : a [6] =  f i  [a ] , (W2) : a* [b] =  f i  [a] , (W4) : a4 [b] =
^  *5 [*] , (W7) : a7 [J] =

A 8" : (Wo) : a [a] =  a,  (Wi) : a [b] =  f i  [a], (W2) : ^2 [b] =  f i  [a], (W4) : cfi [b] =  
=  *6 M , ( W 7) : a 7 [J] =  3;

A 9' : Wo : a [a] =  a , (Wi) : a [J] =  f i  [a], (W3) : a3 [J] -  [ a ] , (W4) : ^4 [b] =
=  M , (W6) : tf5 [3] ■= f i  [a] , (W 8): *8 [6] =  b;

A 9" : Wo : a [a\ =  a , (Wi) : a [b] =  f i  [a], (W2) : d2 [3] =  [ à ] , (W4) : ^4 [b] =
=  ^4 [a] , (W6) : tf-6 [6] =  37 [a] , (W8): ^8 [3] =  b.

U sufruendo del campo di Galois d ’ordine n ,  si vede che esistono almeno 
quattro  sistemi com patibili di condizioni per A11 (esistono quattro  elementi 
prim itivi: 2, j6, 7, 8).

È interessante sapere per quali k , n esistano le algebre A kn, perché l’esistenza 
di u n ’algebra siffatta im plica l’esistenza di un sistema di Steiner g (2 , k , n). 
E subito visto che non vàie il viceversa (non appena sia k >  3).
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Résumé. — Nous appelons algèbre A k une paire ordonnée (A , o), où A est un ensemble 
et o est une operation binaire satisfaisant aux conditions:

(Wo) : a [a] = a
(W/) : a1 [b] =  òs [a] , /  =  1 , 2 , • • •, k — 2 ; s e { i  , 2 , h — 2 },
(W * -i) : a * ~ l [ à ] = à ,

où a* [b] = ao (ao - - . o (a o b) • • • ).

i — 1 parenthèses

Toute algèbre A^ est un quasigroupe ed chaque paire d’éléments différents a,  b e  A  
engendre un ensemble à k éléments.

Pour trouver la solution du problème d’existence d’un système non-contradictoire des con
ditions (W,-), on présente ici certaines modèles pour les algèbres A  ̂ (seulement pour tout k de 
la forme p n, ^-nombre premier), et exemples des touts systèmes des conditions pour k <  11.


