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8o8 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXVIII -  giugno 1965

Algebra. — Determinazione di una classe di gruppi di permu
tazioni semplicemente transitivi. N ota n  di V assili C orbas, presen
t a t a ^  dal Socio B. S e g r e .

In questa N ota enunciam o, senza dim ostrazione (1), un teorem a che carat
terizza com pletam ente una classe di gruppi di perm utazioni semplicemente 
transitiv i soddisfacenti a certe proprietà di cui diremo fra breve. Chiudono la 
N ota alcune osservazioni riguardanti una generalizzazione del nostro teorem a 
al caso di gruppi ^-transitiv i, con k >  1, e alcuni problem i che saranno l’argo- 
m ento di una nostra prossim a ricerca.

Prem ettiam o alcune definizioni e simbolismi che useremo nel seguito (2). 
Sia G un gruppo di perm utazioni suH’insieme Q =  {oq , a2 ,• • •, ocm}; diremo 
che G è gruppo di grado m. Se A =  {a,-,, a,-t , • • - , a^} C O, denoteremo con 
G a ^ a ^ - a ' o semplicemente con Ga lo stabilizzatore di A, ossia il sottogruppo
form ato da tu tti gli elementi di G, ciascuno dei quali fissa A elemento per 
elemento.

Cioè:
GA=={£, € G | a £ r = = a , V a € A } ,

dove con ag  indichiam o Timmagine di a m ediante la perm utazione g. Inoltre, 
se H è un sottogruppo di G, indicheremo con | H | il suo ordine.

Sia G un gruppo di perm utazioni -  sull’insieme Q -  soddisfacente alle 
seguenti proprietà.

(i) G è transitivo su O;
(ii) se a , (3 , Y € Q , allora | GapY | =  i e | G„p | <  2;
(Hi) 3  a  , P e O : {«}=)= Gap =f= Ga

dove con { u } abbiam o indicato il sottogruppo di G formato dal solo elemento 
neutro, u.

Per gruppi siffatti abbiam o dim ostrato il seguente teorem a, che li caratte
rizza com pletam ente:

Teorema. — Se G è un gruppo di permutazioni — sull1 insieme f i - soddi
sfacente alle condizioni (i), (ii), (iii), allora o G è il gruppo simmetrico S4 su 
quattro elementi oppure G è uno di due gruppi d i ordine 60 e rispettivamente di 
grado 6 e io, tu tf  e due isomorfi {come gruppi astratti) al gruppo alterno A5 su 
cinque elementi. Viceversa, il  gruppo simmetrico S4 soddisfa alle condizioni (i),

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del 170 gruppo di ricerca del C.N.R.
(̂*) **) Nella seduta del 17 giugno 1965.

(1) Le dimostrazioni dei risultati contenuti in questa Nota appariranno, invece, in una 
Nota successiva.

(2) Per ulteriori chiarimenti riguardanti i simboli da noi scelti e alcune ben note proprietà 
§ui gruppi di permutazioni qui usate rinviamo a [1].
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(ii) e (iii), e il  gruppo alterno A5 può essere rappresentato in due modi diversi 
come un gruppo rispettivamente di grado 6 e io, soddisfacente alle condizioni 
(i), (ii), (iii).

O ra è facile generalizzare le condizioni (i), (ii), (iii), trasportandole al 
caso di un gruppo di perm utazioni ^ -transitivo  sull’insieme f ì . Più precisa- 
m ente, consideriam o un gruppo G di perm utazioni -  sull’insieme £2 -  sod
disfacente alle seguenti proprietà

(I) G è  /é-transitivo su £2;
(II) se a,-x,a /a,

^ | Ga . a . ..

e O :
, H=

allora I Ga.
^ + 2  '

2 ^ + 1 1
(III)  3  a,-1( a,-,,- • -, a ^ +1-

f “ ì G% sv • H=Ĝ - «,-.•• •«.*+ È « ) •
Evidentem ente, se k — 1 le condizioni (I), (II), (III)  vengono a coincidere 
colle (i), (ii), (iii).

Per gruppi siffatti, abbiam o dim ostrato il seguente.
TEOREMA. — Se G è  un gruppo di permutazione — sull'insieme O — soddi

sfacente alle condizioni (I), (II), (III), con k ;> 1, allora 0 G è  il gruppo simme
trico Sm su m  .=  k  +  3 elementi, oppure k — 2 ed il gruppo G è isomorfo al 
gruppo lineare unimodulare delle matrici quadrate del 20 ordine su G F (11), od 
infine k == 3 , m  =  12 ed il gruppo G è isomorf o (come gruppo astratto) al 
gruppo di Mathieu M n  su 11 elementi.

L a dim ostrazione di questo teorem a si basa sul fatto che un gruppo soddi
sfacente alle condizioni (I), (II), (III), con k^> i, contiene un sottogruppo 
di perm utazioni -  su m  —  k  +  1 elementi -  soddisfacente alle condizioni (i),
(ii) , (iii); si usa quindi il teorem a precedente, congiuntam ente ad alcuni ben 
noti teorem i che porgono dei limiti per il grado di transitiv ità dei gruppi di 
perm utazioni.

In  una prossim a ricerca studierem o anche — più generalm ente -  i gruppi 
di perm utazioni soddisfacenti soltanto alle condizioni (i), (ii) ed alla

(iii) ' 3  oc € Q : | Ga | =f= 1.

N aturalm ente, il num ero dei gruppi appartenenti a questa classe non è 
finito: essa contiene già i gruppi di Frobenius (cioè i gruppi G transitivi su Q 
-  con | G | =4= | £2 | — tali che, se oc, (3 € Q, allora | Ga(3 | =  1) ed i gruppi die- 
drali d ’ordipe 2n  con n  pari.

B ib l io g r a f ia .

[1 ] H . W lELAl^DT, Finite permutation groups (Academic Press, New York and London,
1964).

SU M M ARY.— This Note gives the complete determination of a class of transitive finite ' 
permutation groups [satisfying conditions (i), (ii), (iii) or (I), (II), (III) above].


