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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Soluzioni quasi—periodiche dell’ equazione
non omogenea delle onde, con termine dissipativo non lineare . Nota |
di Giovanni Prouse, presentata @ dal Corrisp. L. AMERIO.

1. Sia Q un aperto limitato e connesso € S”, con m < 5, dotato della
proprietd di cono e sia I' la sua frontiera.
Consideriamo l’equazione generale delle onde, in forma operazionale

(1.1) W () —Au() + B @) =F(n) (€] =(—o0,+ o)

con u(n) ={u(x,n);x€Q},f(n)={f(x,n);x €Q}; ammetteremo sempre,
nel seguito, che le soluzioni soddisfino alla condizione al contorno

(1.2) %[ =0.
Diremo che u (v) & una soluzione in ] della (1.1) corrispondente al problema
(1.2) se L
(@) 2 (n) €Lie(J;Ho) , # (n)€Lic(J;Ho) , o (n) €Lie(J; 12;
(b1) wu(m) soddisfa allequazione

3) f (" (), e+ (e (n), 2 ()i + B (@ ()5 2 (e —(f () » & (D)} i = 0
J

per ogni b () € L (J ; HY), a supporto compatto.

Nella (1.3) si & posto (in accordo con la definizione dell’operatore A)
(1:4) (u, V) = [L’;:l a; (x)% % + a(x) uv|dQ.
Q

Supporremo, nel seguito, che siano verificate le seguenti condizioni.
(az) B (&) sia una funzione monotona e derivabile con  (0) =0 e

(1.5) A+ EPTHYSPEO<AQ+]E0TY,

essendo h , k due opportune costanti positive,;
(be) #isulti

(1.6) 1<ep<14_—* (m <3).

m—1

(*) Istituto matematico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n. 12 del Comitato
per la Matematica del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’8 maggio 1965.

(1) Per la definizione delle notazioni usate nella presente Nota rimandiamo a [1].
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Osserviamo che l'ipotesi (a2) & verificata qualora sia, ad esempio,
B<§)=HE+V_|5|Q_1§ (wu>o0,v>o0).

Inoltre la condizione (bg) porta come conseguenza che, posto A = [o,1]
Q = QxA, l'immersione di H! (Q) in Le*!(Q) risulta continua, ossia

(r.7) lo] orr, < ¢l u]

@ H Q)

11 problema di Cauchy per la (1.1) ¢ stato studiato, per ¢ ed 7 qualsiasi, da
Lions e Strauss [2], [3], i quali hanno dimostrato il seguente teorema di esi-
stenza ed unicita.

Se F(),f () €eLi(Jo; L2 (Jo =0, 00)), esiste in Jo una ed una sola

soluzione della (1.1) soddisfacente alle condizioni iniziali.
(1.3) % (0) = 2, # (0) = 21,

essendo wy ed wuy due arbitrari elementi rispettivamente di HyNH® ed HS.

Tale soluzione si ottiene, con il metodo di Faedo-Galerkin, nel modo
seguente.

Sia {g,;} una successione di elementi € Hj, linearmente indipendenti e
densi in Hg; posto

u, :glwg/e . m =/§1%gk,
(1.9)

n n
%O,n:kzl Pr & ’ ul,n:kzlq’kgk’

indichiamo con #, (1) = X as (1) g la soluzione del sistema
=1

(1.10) (wn (1) s g2 + (0, (0) s g + (B (4 (1) s g)e— (F (), ) = ©
(é: I,””,%)

soddisfacente alle condizioni iniziali 2, (0) = vg,n , %, (0) = uy,,.
E allora possibile estrarre dalla successione {#, ()} una sottosuccessione

(che diremo ancora {#, (n)}) tale che risulti, per ogni 41 €Ll (A;E) e per
ogni ¢ > o,

lim [ (u, (¢ +m) —u(@+n),m@®)edy=o0,
A

(1.11) )
lim [ (e, (¢ +n) — 2 (¢ +n) , ln ()edn=o0.

7n—>00

Nella presente Nota e nelle successive tre ci proponiamo di studiare le solu-

zioni quasi periodiche della (1.1), generalizzando i risultati ottenuti in un prece-
dente lavoro [1].
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Daremo anzitutto alcuni teoremi riguardanti il comportamento asintotico
delle soluzioni della (1.1) e I'esistenza di una soluzione E-limitata in J. Si
fara poi vedere che, sotto opportune -ipotesi, tale soluzione risulta quasi-
periodica.

Facendo, da ultimo, un’ipotesi leggermente piti restrittiva della (by),
proveremo un teorema di relativa compattezza della traiettoria della soluzione
E-limitata in J.

Dimostreremo precisamente, i seguenti teoremi (2,

TEOREMA 1: Supponiamo che risulti

(1.12) sup If®

= Ki<+ oo

e sta u (1)) una solusione della (1.1) soddisfacente alle condizioni iniziali

(1.13) u(©)=wuy€Hy , o (0) =1 €L2.

Dette allora Ki , Ks due quantitis dipendenti solo da Ky, Q e |2 (0)|e, risulta

(1.14) nsggoﬂ ue=Ki <+ oo sup [ @] g+1=Ke <+ oo,
TEOREMA 2: Se, oltre alla (1.12), il termine noto soddisfa alla relazione

(1.15) sup | (D hs=Ke < + 00

e se u () & la soluzione della (1.1) soddisfacente alle condizioni iniziali

(1.16) u(0) =uy e GpnH> |, 4 (0) = m € HY,

allora, detta K3 una quantita dipendente solo da Ki,Ks, Q, |«, lexe , | 21 ez
risulta

(1.17) sup [# (0) s < Kj < + oo.
ne€J,

TEOREMA 3: Supponiamo che f(¥) €Ly, t€ ], e cke

(1.18) max lim | /()|

L << -+ oo.

Allora tutte le soluzioni della (1.1) sono E-asintotiche fra di loro per v — + oo.
Dette cioé w1 (n) e uz () due qualsiasi soluzioni, risulta

(1.19) ,.]lffoo” w1 (n) —uz (n) [ =o0.

TEOREMA 4: Supponiamo che f(£)€Ll, te], e che

(1.20) ma)f_liinol[f ®) s < + 0.

(2) T teoremi 1, 2, 3, 4 generalizzano degli analoghi teoremi dimostrati in [1], [4], [5]
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Esiste allora tutt'al pin una soluzione della (1.1) tale che risulti

(1.21) max_l)irilo[iu(n)”E<+ co.

TEOREMA 5: Supponiamo che f(f) ed f'(¢) siano Lo-limitate in J. Esiste
allora in ] una ed una sola soluzione i () della (1.1) che sia E-~limitata in .
Inoltre @ () risulta pure E-limitata in | ed a i () tendono asintoticamente,
per n— -+ oo, tutte le altre soluzioni.

TEOREMA 6: Supponiamo che siano soddisfatte le ipotesi del teorema 5
e che, in luogo della (1.6), valga la condizione, pit restrittiva,

4
w—1

(1.22) 1<p<1-+

Allora la soluzione u (v), E-limitata in ], ha la traiettoria E-relativamente
compatia.

TEOREMA 7: Se f(¢) & L(Z)—a’.y.p. e f'() & Li-limitata in 1, la soluzione
# (1) E-limitata in ] risulta 1§ (E)-d.q.p.

TEOREMA 8: Supponiamo che siano verificate le ipotesi del teorema y ed, in
pin, che f(¢) sia Li-g.p. Allora i (q) ¢ E—g.p.

TEOREMA 9: Se sono verificate le ipotesi dei teoremi 6 ¢ 7, la funzione u (v)
risulta E—q.p.



