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Fisica. — L'equilibrio statistico ad elevate temperature e determina­
zione dei parametri di degenerazione. N o ta  di V it t o r ia  B o rl a , A t tilio  
F e r r a r i  e G leb  W a t a g h in , p re se n ta ta  (*> dal Socio G. W a t a g h in .

Nella presente N ota si studia il problem a dell’equilibrio statistico di p a r­
ticelle fondam entali che soddisfano alle disuguaglianze

m e c2 <4 kT*  <  mp c2

ove m e e mp sono rispettivam ente le m asse di un elettrone e di un protone e T* 
è il param etro  della tem peratu ra  in presenza di un campo gravitazionale, V (7'). 
Per esempio 1 insieme delle particelle si troverà in queste condizioni quando il 
param etro /èT* è kT*  =  c2. I fondam enti teorici di uno stato di equilibrio
di questo genere sono stati esposti in un lavoro precedente [1]. Verificheremo 
inoltre che nei casi considerati le concentrazioni di leptoni e di altre parti- 
celle che partecipano all’equilibrio statistico non sono troppo elevate di modo 
che si possa considerare valida l’approssim azione del modello delle particelle 
indipendenti. Si potrà tener conto della presenza di un eventuale campo 
gravitazionale con il m etodo indicato nella [1]. Come è ben noto il problem a 
si riduce alla ricerca del m assim o della funzione

( 0  f  (nph , s  * * • ) — log W  — oc n —  (3 E +  y' B — L* — =  m ax

dove nph,s , ne tS, ne-\-ìS • • • rappresentano rispettivam ente le concentrazioni 
dei fotoni, degli elettroni, dei positroni ecc.

Queste variabili sono soggette ai seguenti cinque vincoli:

, s Eph, j- H- ne—, j E,?- ■, s +  s E^+? _y -f- s Ep+f s -f- • • • ) -|~ ì̂nt. &gr.== E

(3) 2 [(». -. *— • • • ] = — - £ = — »j e

(4) , (r'b, j 1 ni t. j) =  B
s

(s) n e ~ , s ) ' £ ( nve,s ‘flygtS) =  'Le
s s

2  (n \i+, s r [X>- ì s) s —  ^vLtJj) =  Ljx.
j  ■ s ^  F

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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L a determ inazione del massimo condizionato (1) conduce a formule per bosoni, 
ferm ioni e loro antiparticelle del tipo seguente:

(7)

(8)

OO

n / J  = = 'A (f *)gf
xf

(x2 —  x 2)^ 2x d x  
exp (x ~-b oc) 1

OO

n t ,l  =  A  (T*)gt
xb

(.x2 — x 2) 1!2 x d x  
exp (x -j- <y) — 1

A (T*) = i
2 K2

kT *  \3 

he /

7 2̂
ove ay —  , x b =  ■ ^  e g b sono i pesi statistici dipendenti dallo

spin e dall’eliticità, T* è il param etro  della tem peratura in presenza di un 
campo gravitazionale (secondo P. Ehrenfest)

(70 T* =  T ( i  + - ^ p

e dove il segno «meno» corrisponde alle particelle, il segno «più» alle an tipar­
ticelle. (Per bosoni si assum e in questa N ota che le particelle sono: tu+ , p+ , ecc.). 
I param etri statistici <4el tipo =F oc , =F a, sono di segno contrario per particelle 
e antiparticelle in virtù della form a dei vincoli (3)-(6) in cui compaiono solo 
le differenze tra  particelle ed antiparticelle.

; È evidente che il num ero di questi param etri è uguale al num ero delle 
coppie di particelle in studio e che tali param etri sono funzioni dei quattro  
m oltiplicatori di L agrange oc', y', e di (3*■= (yéT*)-1 , che a loro volta
sono fìssati dai vincoli. L ’esempio che ci proponiam o di studiare si riferisce 
all’equilibrio in cui assum iam o la presenza degli otto leptoni, dei mesoni 
tu , p , k  e di un num ero prefissato di protoni. Alla tem peratura scelta

T* =  — j — == 1,62 • io 12 °K, possiamo trascurare la creazione di coppie di

antiprotoni e di antibarioni in genere. L a concentrazione prefissata di protoni 
potrà variare entro larghi limiti; saranno esam inaiti i due casi: np =  io36 per 
cm3 e np — io24 per cm3, con il num ero di neutroni nn =  np .

Le relazioni fra param etri statistici e m oltiplicatori di L agrange sono le 
seguenti:

(9) a  =  a  +  K  ; a =  —  a! ; y =  Y — a ; 7) =  a '+  ; ecc.

U tilizzando per le differenze (n/~ nj). A (T *)^. 1 le for mole

(io )

OC

J
xf tb

(.x 2 — x 2r ^ 2 x  dx f  (x2 ■—■ xp h) 1!2 x  dx____ ________
exp (— cc-\-x) i  1 f

_____7 ,^ _____
exp (+  'x) i t  1

== Sh a
(x2 — x2̂ 2xdx  

Ch x  ±  Ch a
xfd xf,b

stud iate nel caso elettrodinam ico [2], e sostituendo nei vincoli le soluzioni
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trovate, si ottengono le quattro  equazioni seguenti:

( n )  np +  nn =  2 .io 36 (ovv. np +  nn =  2 .io24)

n*, f  (x2— X2)1!2 x d x
~~ A(T*) Jrge Sh  ^  ^  J Chx +  Ch (a' +  S;)

S h  (oc' +  §

oo

4 .2 a / 2 xdx

Ch (a'-f^fx) + ^ sh

oc

a' I (42 —
Ch x —- Cha' +

oo

+  g k Sh  a J* 4 2 — -r?)ly/2 x dx , j* (>2 — X2)112 xdx  
Ch .r —• Ch oc' a J Ch # —- Ch oc'

(A:2 — x2)1!2 xdx
( 13) f t  Sh  ( « '+  S)) | c h ^ + c h (a + s ; ) - ^ Sh

x dx __ tip
Chx  +  Ch 8) A(T*)

( 14) ^ S h ( a ' + S ^
(x2 — .r2 )lj/2 x dx 

Ch * +  Ch (oc'-j- 8̂ )
-^ v ShS  ’„ j -

x2 dx

Ch x-{-Ch Sjx
O.

L ’equazione (6) che lega con oc' fissa il rapporto di questi param etri. 
Per risolvere il sistem a form ato dalle (4) (5) e (6) si tiene conto che nell’esem ­
pio considerato i valori dei param etri statistici risultanti dal problem a sono 
piccoli, per cui si può porre:

(15) Ch oc=± 1 ; Sh oc=oc ; Ch <7= i ; Sh g— g ; Ch 73 =  i ; Sh t]=y).

Il sistem a di equazioni si riduce ora a semplici equazioni lineari che dànno 
nel caso np =  io 36 protoni per cm3 i valori seguenti dei param etri di degene­
razione:

(16) oc =  2,04- io ~ 2 ; <7 =  3,5.1-10—3 ; Y] =  — 9,98-iO“ 3

e nel caso np — io24'p ro to n i per cm3

(17) a =  2,04 ■ io ~ 14 ; cr =  3,51*1 o~ 15 ; 73=-— 9,98-10—15.

I valori di y' e di y sono prefissati dalle concentrazioni di np e nn e dalla 
tem peratura: y' =  6,72 , y =  6,75. I piccoli valori del moltiplicatore oc' sono 
in accordo con la ipotesi sopra in trodotta di nn — np .

Si nota che pur essendo il num ero delle coppie assai maggiore della diffe­
renza fra particelle ed antiparticelle si osservano caratteristici cam biam enti
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di segno:

(18) ne------ ne+ >  o ;  <  o ; ecc.

In modo simile si possono risolvere i problem i con m aggior num ero di 
tipi di particelle (bosoni e fermioni di m assa inferiore a m p).

Ringraziam o la dott. M. T. Reineri per alcuni calcoli numerici.

B ib l io g r a f ia .
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